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I 

Sér.  I4 


M.  Resal,  .iprès  avoir  dirii^é  pendant  dix  années  le  Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées  fondé  en  i83()  par 
M.  Lionville,  a  manifesté  l'intention  arrêtée  de  se  retirer,  et 
nons  a  offert  de  prendre  sa  place  à  la  direction. 

Cette  détermination  de  l'éminent  géomètre  sera  vivement 
regrettée  de  tons  cenx  qni  ont  pn  apprécier  le  zèle  et  le  dé\  one- 
ment  désintéressé  qn'il  n'a  cessé  d'apporter  à  l'œnvre  qn'il 
avait  entreprise.  Mais  nos  objections  ont  dn  s'arrêter  devant 
sa  volonté  formelle. 

Nons  sommes  tontefois  heurenx  de  faire  connaître  anx  lec- 
teurs du  Jonrnal  que  M.  Resal  ne  cessera  pas  de  prendre  une 
part  active  à  sa  publication,  et  qu'il  a  consenti  à  faire  partie 
du  Comité  de  rédaction  avec  MM.  Halphen,  Lagnerre,  Manrice 
Lévy,  Mannheim  et  Emile  Picard. 

Fort  de  cet  appni  et  assuré  d'ailleurs  de  la  collaboration  de 
plusieurs  géomètres  éminents,  tant  français  qu'étrangers,  nous 
avons  cru  pouvoir  accepter  la  cbarge  qui  nous  était  offerte. 
Aussi  longtemps  que  le  bienveillant  concours  qui  nous  a  été 
promis  ne  nous  fera  pas  défaut,  nous  pourrons  en  effet  main- 
tenir au  Journal  de  Liouiille  le  rang  élevé  qu'il  occupe  dans  les 
Sciences  depuis  un  demi-siècle. 

C.  JORDAN. 

Janvier  i885. 


Le  mode  de  publication  par  fascicules  mensuels,  suivi  jusqu'à  ce  jour  pour  le 
.Journal,  a  donné  lieu  à  quelques  critiques^  les  Mémoires  les  plus  intéressants  se 


(  «  ) 

IroiiN  aiit  ^()ii\  LMil  morcelés    par  les   hasards  de   riin|)i('s>i(ni.    Nous  |teiis(»iis  {\{)\\{- 
être  agréable  au\  géomètres  en  nous  rappioelianl  du  sxsiémc  adopté  par  la  plu 
part  des  journaux  de  Mathématiques  étrangers. 

r.n  conséquence,  ohatjue  Volume  du  Journal  sera  j)arlagé  à  1  inenir  en  (lualic 
fascicules  seulement,  contenant  ensemble  55  à  Go  feuilles  dimprc'ssion,  el  dont 
rliacun  formera  un  ensemble  comphu.  .lusquà  nou\  el  ordre,  il  pai  ailra  en  nioxeniic 
un  (ascicide  tous  les  trois  mois. 
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S(ir  les  fonctions  Iwlomorphes  ; 


Par  iM.  HERMITE. 


MM.  Briot  et  Bouquet  ont  établi,  d'une  manière  élégante,  dans  leur 
Ouvrage  5Mr  la  théorie  des  fondions  elliptiques  (p.  2o3),  cette  propo- 
sition si  importante,  qu'une  fonction  holomorphe  dont  le  module  est 
fini  pour  toute  valeur  de  la  variable  est  inie  constante.  Je  me  propose 
de  démontrer  le   théorème   plus   général    que    toute  fonction   liolo- 

fiz) 
morphe  /(-),    telle   que   le  rapport  '-^^-i  soit  fini  pour  z  infiniment 

grand,  est  un  polynôme  du  degré  n  ç.n  z   X  cet  effet,  je  partirai  de  la 
formule  de  Maclaurin  : 

Jnnin.  de  Mnth.{\*^  série),  tome  I.  —  l'asc.  I,  I.S85.  '■^- 


lo  iii;r3HTE.     -    rowcrioNS  iioi.ojmorpiii  s. 

où  l'on  a 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'une  circonférenee  de  ravonr  ayant  son 
eentre  à  l'origine,  et  qui  contient  à  son  intérieur  le  point  dont  l'affixi^ 
est  la  ^  ariable  x. 

J'emploierai  ensuite  eette  expression  qu'on  obtient  fa(  ileinent  de 
toute  intégrale /F(c)  clz,  effectuée  le  long  d'une  courbe  de  longueur  g, 
à  savoir 

yi'(=)  Js  =  XcrI'XÇ), 

où  *C  désigne  l'affixe  d'un  j)oint  de  la  courbe,  et  1  le  facteiu-  de 
iM.  Darboux,  dont  le  module  a  l'iuiité  pour  limite  supérieure. 

Nous  pouvons  ainsi  écrire,  en  représentant  j)ar  Ç  — /e''^  l'alfixe  d'un 
point  de  cette  circonférence. 

Mettons  maintenant  ^e~''^  au  lieu  de  /•,  et  il  \  iendra 

Cela  étant,  j'observe  que,  la  fonction  /[z]  étant  liolomorphe,  on 
peut  faire  croître  au  delà  de  toute  limite  la  circonférence  qui  sert  de 
contour   pour   l'intégration.    Par   là  nous    voyons  qu'en    supposant, 

comme  nous  l'avons  admis,  que  --^-^  reste  une  quantité  finie,  lorsque 

le  module  de  z  augmente  indéfiniment,  on  trouve  .7  =  o;  la  roîiclion 
considérée  est  donc  bien  un  polynôme  du  degré  n. 
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Sui-  lin  problème  eoiieeniant  les  équations  différentielles 

linéaires  ; 

I'ar  m    g.  h.  HALPHEN 


Introdl'ctiojn. 

5/,  entre  dii'erses  solutions  d'une  même  équation  différentielle  linéaire, 
solutions  d'ailleurs  inconnues,  il  existe  une  relation  connue,  quel  profit 
peut-on  en  tirer  pour  l'intégration? 

A  cette  question,  d'un  caractère  si  indéterminé,  la  réponse  est  que,  en 
général,  on  peut  tromper  explicitement,  sans  aucune  intégration^  les  solu- 
tions qui  figurent  dans  la  relation  donnée.  Effectivement,  si  l'on  diffé- 
rentie  continuellement  cette  relation,  en  abaissant  les  dérivées  des 
inconnues  au-dessous  de  l'ordre  de  l'équation  différentielle,  on  jDar- 
viendra  à  des  relations  en  nombre  suffisant  pour  déterminer  ces 
inconnues  par  des  équations  simultanées.  Ce  raisonnement,  tout  élé- 
mentaire, ne  suppose  même  pas  que  l'équation  différentielle  soit 
linéaire.  Toutefois,  quand  il  s'agit  d'une  équation  linéaire,  la  conclu- 
sion se  complète  :  si  la  relation  donnée  a  lieu  entre  des  solutions  en 
nombre  égal  à  l'ordre  de  l'équation,  cette  équation  s'intègre  complète- 
nient. 

Ces  généralités,  on  en  conviendra  sans  peine,  ne  sont  guère  instruc- 
tives. Elles  laissent  dans  l'obscurité  les  cas  d'exception  ;  elles  entraînent 
à  des  calculs  impraticables,  sauf  ponr  des  exenq)les  faits  exprès  et 
dénués  d'intérêt.  Ea  méthode  désirable  devra,  au  contraire,  fournir 
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(rello-uiônie  des  (>x(Mii})les  intéressanls,  et  nioltiv  m  lumière  les  «as 
exceptionnel  >. 

Poin-  ce  but,  je  restreins  la  question  au  cas  où  la  nMation  doinjée 
est  algébrique  par  nq^port  aux  quantités  inconnues. 

Désignons,  d'une  manière  générale,  par  la  notation  x,.{y)  un  j)olv- 
nôme  homogène,   de  degré  />,  à  coefficients   vonstams,    l'orme   avec 

diverses  indéterminées    },,  y.,   Considérons   ces    indéterminées 

comme  des  solutions  d'une  équation  différentielle  linéau'e  donnée; 
et,  les  lettres  X  représentant  des  fonctions  de  la  variable  indépen- 
dante, toutes  connues,  supposons  doiniée  la  relation 

(-)  >«X,.„L>')  -^  >-i/,„(  v)  -^  >.X,..(J)  -H  . .  •  =  5- 

Chacun  i\eT^  polynômes  y^p[y)  salisf.nl  à  une  équation  diflérentielle 
linéaire  que  l'on  peut  former;  c'est  ré(piali()n  aux  puissances  //'■"'•* 
des  solutions  delà  proposée.  La  relation  donnée  peut  donc  être  envi- 
sagée comme  ayant  lieu  entre  les  solutions  (\(\  diverses  équations 
linéaires  données.  8a  forme  linéaire  rend  aisée  la  discussion  du  lésul- 
tat.  En  général,  ¥„,  V,,  Y^,  ...  étant  des  solutions  inconnues  de 
diverses  équations  linéaires  données  (sans  second  mendjre)  toutes 
différentes,  et  ces  solutions  satisfaisant  à  la  relation 

on  pourra  déterminer  ces  solutions  en  résolvant  un  système  d'équa- 
tions simultanées  du  j^remier  degré,  sauf  le  cas  d'exception  suivant  : 
s'il  existe  un  ou  plusieurs  systèmes  de  solutions  Zo,  Z,,  Zo,  ..  .  des 
mêmes  équations  respectivement,  qui  satisfassent  à  la  relation 

Zo  -h  Z|  -r  Z2+  . .  .  =  o; 

alors  les  Y  dépendront  d'une  équation  différentielle  linéaire,  à  second 
membre,  dont  l'ordre  égalera  le  nombre  des  systèmes  Z. 

Appliquant  ceci  à  l'équation  (i),  où  chaque  produit  \y^{y)  est  une 
quantité  telle  que  Y,  nous   pouvons  conclure  de  la   sorte    :   Étant 
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donnée  une  relation  algébrique  entre  les  solutions  inconnues  d'une 
équation  différentielle  linéaire,  on  en  déduira,  en  fonction  de  la  va- 
riable indépendante,  l'expression  de  polynômes  entiers,  bomogènes 
et  à  coeftlcients  constants,  composés  avec  ces  solutions.  Ceci  est  dit 
sous  réserve  des  cas  exceptionnels,  dont  je  parlerai  plus  loin. 

Par  ces  considérations,  le  problème  général,  concernant  les  relations 
algébriques  données  entre  les  solutions  inconnues,  est  ramené  à  ce  cas 
particulier  :  Intégrer  une  équation  différentielle  linéaire,  quand  on  can- 
nait, en  fonction  de  la  variable  indépendante,  l'expression  d'un  polynôme 
entier,  homogène,  à  coefficients  constants,  formé  aiec  les  solutions  in- 
connues. 

C'est  à  ce  problème  qu'est  consacré  le  présent  Mémoire.  J'y  em- 
ploierai une  méthode  nouvelle  fondée  sur  la  considération  des  cova- 
riantsdes  formes  algébriques.  Mais  examinons  ici  ce  qu'indique  l'ana- 
lyse générale,  rappelée  au  début  et  fondée  seulement  sur  l'élimination. 

Soient  n  l'ordre  de  l'équation  différentielle,  p  le  degré  du  polynôme 
y,  et,  en  outre, 

p^  _  /;  (  /i  H-  0  (  /^  +■  ?0  ■  .  ■  (  /t  H-  />  —  I  ) 
\  .'i .3 . .  .p 

On  donne  l'expression  explicite  de  y^  en  fonction  de  la  variable  indé- 
pendante; soit  "X  cette  fonction.  Les  dérivations  successives  donnent 

lu  m  111,1 

Les  équations  obtenues  ainsi  contiennent,  dans  leurs  premiers  mem- 
bres, les  polaires  de  y,  formées  avec  les  y',  y",  . . .,  y^"~^K  Le  nombre 
total  de  ces  polaires,  la  forme  ^  y  comprise,  est  N.  Si  l'on  s'arrête  à  la 
dérivée  d'ordre  N,  on  a  des  équations  en  nombre  N  -f-  i ,  qui  permet- 
tent l'élimination  de  toutes  ces  polaires.  Le  résultat  de  l'élimination  est 
ainsi  une  équation  linéaire,  d'ordre  N,  à  laquelle  doit  satisfaire  1.  C'est 
V équation  aux  puissances p^*'^^\  Par  hypothèse,  \  satisfait  à  cette  équa- 
tion. 

Il  est  manifeste  que  toute  dérivation  ultérieure  est  dès  lors  superflue. 
Les  équations  résultant  des  N  —  i  premières  dérivations  sont  seules  à 
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considérer.  Avec  la  proposée  /  =  >,  on  a,  en  tout,  N  équations.  Si  v 
est  le  nombre  des  quantités  jfigurant  dans/,  ces  quantités,  avec  leurs 
dérivées,  donnent  «v  incoiuines,  qu'on  pourra  trouver  par  là  si  nv  ne 
dépasse  pas  N. 

Prenons,  pour  v,  son  niaxinuim  n.  Le  nombre  rr  n'est  suj)érieur  à 
N  que  si  p  est  moindre  que  3.  Donc,  en  généial,  Id  connaissance,  on 
fonction  de  la  variable  indépendante,  d'un  polynôme  /(r),  de  degré  au 
moins  égala  3,  entraîne  l'intégration  complète  de  l' équation,  saufd'abord 
le  cas  d'exception  où  ce  polynôme  no  contient  pas  autant  d'indéter- 
minées qu'il  y  a  d'unités  tlans  l'ordre  de  l'écpiation.  En  ce  cas  particu- 
lier, on  trouve  seulement  pareil  nombre  de  solutions.  Mais,  en  outre, 
l'anaUsc  précédente  fait  encore  connaître  un  autre  cas  d'exception; 
c'est  celui  dans  lequel  les  N  —  i  premières  dérivations  conduisent  à 
moins  de  N  —  i  équations  distinctes. 

En  ce  cas,  l'équation  aux  puissances  ^"'"'"'s'abaisse  à  un  ordre  IN  —  k, 
moindre  que  N,  et  il  existe,  entre  les  solutions  de  l'équation  proposée, 
/•  relations  homogènes,  à  coefficients  constants,  et  <\\\  degré  p.  Le 
nombre  des  équations  (2)  est  seulement  N — /•;  mais  il  existe,  en 
même  temps,  /t  systèmes  d'équations  analogues,  où  \  est  réduit  à  zéro. 
On  démontre  très  facilement  que  ces  é([uations  permettent  de  trouver 
les  inconnues  y,  toutes  les  fois  que  les  k  polynômes,  analogues  à  /,  ne 
sont  pas  les  produits  d'un  même  polvnôme  du  second  degré  par 
d'autres  polvnômes.  Ainsi,  le  degréde/  étant  au  moins  égal  à  3,  voici 
le  seul  cas  où  l'on  ne  puisse  trouver,  par  l'élimination,  les  solutions 
qui  figurent  dans/  :  c'est  le  cas  où  l'expression  de  ce  polynôme  par  la 
variable  indépendante  se  réduit  à  zéro,  où  ce  polynôme  se  décompose 
en  facteurs  dont  l'un  est  du  second  degré,  où  enfin  c'est  ce  dernier 
facteur  qui  est  nul.  Il  s'agit,  on  le  voit,  dune  équation  dilférentielle 
linéaire  entre  les  solutions  de  laquelle  existe  une  relation  quadratique 
à  coefficients  constants,  et  sur  laquelle,  en  définitive,  on  ne  fournit 
aucun  autre  renseignement. 

Cette  exception  se  range  dans  le  cas  où  le  degré  du  polynôme  /  est 
égal  à  2,  cas  auquel  la  conclusion  précédente  ne  peut  s'appliquer.  La 
connaissance  d'une  forme  quadratique,  composée  avec  les  solutions, 
n'entraine  pas  l'intégration.  Elle  conduit  à  faire  connaître  les  solutions 
qui  y  figurent  dans  le  cas  seulement  ou  ces  solutions  sont  en  nombre 
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an  j)his  égal  à  — Tar  exemple,  pour  une  équalion   du  troisième 

ordre,  la  connaissance  du  produit  de  deux  solutions  suffira  pour  faire 
trouver  ces  deux  solutions,  sauf  encore  le  cas  où  trois  solutions  quel- 
conques sont  liées  par  une  relation  quadratique  à  coefficients  con- 
stants, et  dans  lequel  une  quadrature  sera  nécessaire. 

Pour  les  formes  quadratiques,  on  le  voit,  le  problème  est  d'une  na- 
ture toute  spéciale.  J'ai  rencontré,  dans  l'étude  de  ce  problème  parti- 
culier, de  nombreux  résultats  que  je  crois  dignes  d'intérêt,  mais  que 
je  me  réserve  de  traiter  à  parL  dans  un  autre  travail. 

Revenons  au  problème  où  l'on  donne  la  relation  (i),  contenant  au 
moins  deux  polynômes  ;(  distincts.  Des  considérations  de  même  nature 
font  reconnaître  que  les  dérivations  successives  fournissent  assez  d'é- 
quations pour  déterminer  les  inconnues.  En  résumé,  étant  donnée  une 
relation  algébrique  entre  diverses  solutions  d'une  équation  différen- 
tielle linéaire,  l'élimination  suffit  à  faire  connaître  ces  solutions,  sauf 
un  cas  d'exception  unique  :  celui  où  la  relation  consiste  en  un  poly- 
nôme du  second  degré,  homogène,  à  coefficients  constants,  égalé  à 
zéro. 

Le  Mémoire  actuel  est  divisé  en  trois  Parties  conteiTant  successive- 
ment la  Théorie  générale,  les  Equations  du  second  ordre,  les  Équations 
du  troisième  ordre. 


[.  -   THEORIE    GÉNÉRALE 


I]\TEGRALES    NON    LINEAIRES. 


1.  En  même  temps  qu'une  équation  linéaire  quelconque,  j'aurai  ici 
à  considérer  son  «6^'om/e.  Rappelons  succinctement,  d'après  Lagrange, 
ce  que  c'est  que  deux  fonctions  linéaires  adjointes. 

Les  lettres  g^,  g^,  . . .,  y^,  y,,  ...  désignant  des  fonctions  données  de 
la  variable  indépendante  x;  y  et  r,  des  fonctions  indéterminées  de  cette 
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mèiue  variable,  considérons  les  deux  conibinaisoiis  linéaires 

'   V  '^  y  ■ —  J  0  /^       -t-  /<  j  I  ^  -t-  I  ^  ,^         ,  -j  'i  -t-  .  .  .  -r-  /<  j  „    ,  ',     -r-  j  „  ', . 

Cles  deux  fonctions  0(v),  r('/])  sont  dites  adjointes  l'une  de  l'autre,  s'il 
existe  une  troisième  fonction  D{y,r,),  linéaire  et  homogène  par  rap- 
port îiy,y',  • . .,  y'"~*^  d'une  part,  par  rapport  aussi  à  y,,  r/,  . .  ,  r/"~'' 
d'autre  part,  telle  qu'on  ait  idenliquerncnt,  c'est-à-dire  quelles  (pie 
soient  les  deux  fonctions  r,  r,,  • 

[W]  rX\{y)  +  (-  i)"   •yr(r,)  ^  ir(r,r,). 

Celle  condition  détermine  complélement  l'une  des  deux  fonctions 
G(j),  r(r,)  quand  on  se  donne  l'autre  arbitrairement.  La  liaison  est 
exprimée  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  suivants,  à  volonté, 

«'    —  (r  tr    —  •>' 

,0  —         1 0  »  .00  —  1 0  ' 

•'     —    <■'•,  — (-   '^  "■'    —    '\  <r     -1—    o-  o-,,  =:;   —  V     -I—   H*'     — ■     ■^•>'     -I—  •'  ' 


La  loi  de  ces  équations  est  manifeste,  et  elle  peut  se  résumer  encore 
ainsi  : 

Les  deux  fonctions  G(j),  r(r,)  étant  composées  de  la  sorte,  la  rela- 
tion (3)  est  vérifiée  par  une  fonction  B,  qui,  écrite  sous  l'une  ou  l'autre 
des  formes 
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a  les  coefficients  suivants  : 

(>)  <    ^={gorr-nigrny  +  '^^^^r.^r^, 

la  I  w«  /  .,         ii{n  —  \')  ,         ,  ii[n  —  i)(/«  — 2) 

f    [5a  =  (é'o-^)    -^(^.-^0    +      \,,        (g-.r,y--^ ^-|^3 -\-,r, 


^0  =  To7» 


^>>s  =  (rov)'"-  ^'(r.  v')"  + 


n(/i  —  i),         .,        n{n  —  i){n  —  '.>.) 


ïoj)  --u-^r'  ^  — TT^^^r^.^^ TT^Ts V«^' 


Si,  au  lieu  de  laisser  r^  indéterminée,  on  remplace  cette  lettre  par 
une  solution  particulière  de  l'équation  r(-/i)  =  o,  il  résulte  de  (3)  que, 
en  égalant  B  à  une  constante  arbitraire,  on  obtient  une  intégrale  pre- 
mière de  Téquation  G  (y)  =  o. 

2.  Supposons  r,  remplacée  successivement  par  n  solutions,  distinctes 
entre  elles,  de  l'équation  T{ri)  =  o,  r;,,  -/la,  . ,  .,  y;„.  Soient  abréviative- 
mcnt 

B,  =  B(j,r,,),      B,  =  B{y,r^2),      ...,      B„=B(y,r,,). 

Prenons  un  polynôme,  de  degré  quelconque,  homogène,  à  coeffi- 
cients constants,  où  les  indéterminées  soient  B,,  B^,  ...,  B„.  En  éga- 
lant à  une  constante  arbitraire  ce  polynôme  /(B),  on  aura  encore  une 
intégrale  première  de  l'équation  G(j)  =  o.  Cette  intégrale,  on  le  voit, 
est  homogène  et  du  même  degré  par  rapport  à  y(«-')^  y(n-2)^  ^  y^  ^^ 
que  ;((B)  par  rapport  aux  lettres  B.  Les  coefficients  sont  des  fonctions 
de  la  variable  indépendante.  De  telles  intégrales  ont  déjà  été  envi- 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  I.  —  Fasc.  I,  iSSô.  J 
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s.ioéos  ))ar  M.  Darlunix  dans  un  travail  très  romarquable  (')  aiuiiicl 
j"(M)ij)riinU  rai  j^lns  loin  un  irsullal  important. 

C;e  qu'il  iaul  tout  d'abord  observer  dans  cv[\c  intégrale,  que  je 
désignerai  par  F,  c'est  la  composition  du  coeiriei(  nt  de  la  plus  liante 
puissance  de  r"'~'^  D'après  la  première  forme  de  !>  et  r{>\pression  de 
jS.„  si/>  est  le  degré  (b>  F,  le  eoeilicient  de  [/"  '^  est  égal  à  g'^xN-  -Si 
donc,  sans  connaître  d'ailleurs  vi,,  y,2,  ...,  vi,,,  on  connaît  l'expression 
en  X  d'un  polynôme  liomogène,  à  coefficients  constants  et  de  do^rép, 
où  les  indéterminées  soient  les  solutions  ti  de  r(7))  =  o,  on  connaîtra 
du  même  coup  le  premier  coefficient  d'une  intégrale  F,  du  même 
degré/?,  pour  G{y)  =  o. 

Au  moyen  des  formules  (,)),  on  peut  reconnaître,  et  je  monlr(>rai 
d'ailleurs  plus  loin  d'une  autre  manière  et  complètement,  qu'en  géné- 
lal,  le  premier  coefficient  de  Fêtant  connu,  tous  les  autres  s'en  dédui- 
sent explicitement.  Donc,  quarid  on  connaît  rex[)ression  eu  x  d'un 
polynôme  x(>i),  on  en  conclut  explicitement  une  intégrale  j)remière  F 
pour  l'équation  G(j)  =  o  Cette  intégrale  est  du  même  degré  en  r'"~'\ 
y-^K  .  . .,  /,  y  que  )i{'n)  en  r,, ,  -/lo, 

La  fonction  y^{ri)  sera  dite  la  source  de  l'intégrale  F. 

5.  Quels  peuvent  être  les  cas  d'exception  où  la  source  ne  détermine 
pas  l'intégrale  sans  ambiguïté?  En  un  tel  cas,  deux  intégrales  distinctes, 
d'un  même  degré ^;,  auront  une  source  commune.  Leur  différence  sera 
donc  une  intégrale,  de  ce  même  degré/?,  ayant  zéro  pour  source.  Donc 
le  seul  cas  d'exception  est  celui  où,  entre  les  solutions  de  F(v3)  =  o, 
il  existe  une  ou  plusieurs  relations  Iiomogènes,  à  coefficients  constants, 
et  du  degré/?.  Et  manifestement,  si  k  est  le  nombre  des  relations,  linéai- 
rement distinctes  entre  elles,  qui  existent  entre  les  yj,  les  coefticients 
de  l'intégrale  F  dépendent,  quand  la  source  est  donnée,  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  de  l'ordre  A. 

Cette  exception  n'a  jamais  lieu  pour  les  équations  du  second  ordre. 
C'est  ce  qu'on  retrouvera  tout  à  l'iieure  par  un  calcul  direct. 

4.   Poursuivons,  pour  le  moment,   les  considérations  générales,  et 

(')  Sur  les  systèmes  cl' é<] nations  linéaires  à  une  seule  variable  indépendante 
{Comptes  rendus,  t.  XC,  p.  524  et  Sgô). 
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supposons  connue  une  intégrale  F,  du  degré />,  ayant  pour  source  ;((r,j. 
Envisageons  une  forme  réduite  (ou  canonique)  de  /(r,),  obtenue  par 
une  substitutiou  linéaire,  les  nouvelles  indéterminées  'Ç  étant  données 
par  des  relations,  telles  que 

^s—  «.,r^M  +  a,,o '/!.,+...+  a,^„ri„     (5=1,2,  ...,n). 

Soit,  avec  ces  indéterminées, 

Posons  (le  même 

(6)  2,=  «„,B, +  a,,oB,  +  ...+ 5<,,,B,,     (5  =  1,2,  ...,/i). 

La  fonction  /(B)  acquiert  la  forme  réduite  '^(s).  Les  quantités  z,  com- 
binaisons linéaires,  à  coefficients  constants,  formées  avec  les  cjuan- 
tités  B,  sont  encore  des  fonctions  linéaires  de  y^"~^\  y'~^\  •  •  ••>  y' iyi  ^^ 
coefficients  dépendant  de  x.  La  formule  (6)  est  donc  le  symbole  d'une 
substitution  linéaire,  concernant  les  lettres  y  '\j^"~^\  ...,y',y,  et 
qui  fait  acquérir  à  F  la  forme  réduite  $(z).  Si  cette  forme  réduite  ne 
peut  être  obtenue  que  d'un  nombre  limité  de  manières  ou,  en  d'autres 
termes,  si  elle  est  déterminée,  on  pourra  la  trouver,  connaissant  F, 
j)ar  des  opérations  piu'ement  algébriques.  Ces  opérations  feront  con- 
naître les  2,  cjui  sont  des  intégrales  premières  de  G(j)  =  o.  Si,  en 
outre,  la  forme  réduite  contient  n  indéterminées,  on  aura  n  intégrales 
premières,  et  l'intégration  sera  complète. 

Au  lieu  de  prendre  chaque  intégrale  z,  retenons-y  seulement  le 
coefficient  de^'^  Ce  coefticient,  pour  z^,  est 

c'est-à-dire  gof},  où  0  est  une  solution  de  r(y3)  =^  o.  Donc  chaque  quan- 
tité z  fournit  immédiatement  une  solution  de  r(y3)=:o.  Par  consé- 
quent, nous  pouvons  conclure  ainsi  : 

Si,  en  fonction  de  la  variable  indépendante,  on  connaît  l  expression 
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(fu/i  polynôme  à  coefficients  constants,  homogène  et  du  degré  p  par 
rapport  aux  solutions  d'une  équation  différentielle  linéaire  donnée,  on 
peut  trouver  explicitement  et  sans  intégration  toutes  ces  solutions,  pourvu 
(ju  entre  les  solutions  de  la  nuine  équation  différentielle  il  n  existe  aucune 
relation  homogène  du  degré  p.  et  à  coefficients  constants. 

A  ce  théorème  fait  exception  le  cas  où.  le  polynôme  proposé  nest 
pas  susceptible  d'une  forme  réduite  déterminée ,  ou,  en  d'autres  termes,  se 
reproduit  par  une  iivfiniii:;  de  substitutions  linéaires.  Les  polynômes  du 
second  degré  sont  compris  dans  ce  cas  d'exception.  En  oulre  des  poly- 
iiùiiies  du  second  degré,  ees  formes  exceplionnelles  constituent  des 
catégories  très  restreintes,  dont  la  recherche  appartient  à  la  j)ure 
Algèbre.  Avec  trois  indéterminées,  il  n'existe  (pic  le  tyj)e  z'I' z'I-r zl'.  Si 
le  polynôme  /(rj)  appartient  à  ce  type,  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
les  solutions  yj  se  trouveront  par  une  (piadraturc.  Des  circonstances 
analogues  ont  lieu  pour  le  cas  d'un  plus  grand  nondjre  d'indéterminées  ; 
mais  je  ne  veux  pas  y  insister.  Quant  à  ce  qui  concerne  les  j)olynomes 
du  second  degré,  j'ai  dit  dans  l'introduction  que  je  les  exclus  formelle- 
ment ici. 

Revenons  à  l'intégrale  F,  supposée  susceptible  d'une  forme  réduite 
déterminée  ^I'(s).  Les  quantités  :;  sont  des  covariants  linéaires,  irra- 
tionnels de  F,  où  y^"~*\ y^"~-\  ...,y',y  sont  envisagées  comme  des 
indéterminées;  du  moins,  si  les  :;  ne  sont  pas  égaux  respectivement 
aux  covariants,  ils  leur  sont  j)roportionnels,  c'est-à-dire  que,  un  cova- 
riant  linéaire  canonique  de  F  étant 

Z  =  |7,v(«-'J  -h  p-^f"-'^  + . . .  +  'j.„_.y'  H-  [j.„j, 

la  quantité  :;  correspondante  sera  vZ,  v  étant  une  fonction  des  coeffi- 
cients, mais  indépendante  dey-'^  .  .  .,  j',  j,  et  la  même  pour  tous  les 
covariants  linéaires. 

Je  préciserai  ce  fait  plus  loin,  après  avoir  introduit  la  notion  du  mul- 
tiplicateur qui  correspond  à  chaque  intégrale. 

MULTIPLICATEURS. 

5.  Egalée  à  une  constante  arbitraire,  une  intégrale  F  est  entièrement 

équivalente  à  l'équation  G(y)  =  o.  Donc  sa  dérivée  F'  doit  être  divi- 
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sible  par  G(y),  et,  puisque  F'  et  G  contiennent^^  seulement  à  la  pre- 
mière puissance,  le  quotient  est  un  polynôme  entier  et  homogène  en 
y""'%  j'"~"',  . .  .,  y',y  conmie  F.  Le  degré  de  ce  polynôme  est  inférieur 
d'une  unité  à  celui  de  F.  Ce  polynôme  M  est  le  multiplicateur  corres- 
pondant à  l'intégrale  F,  de  même  que  yj  est  le  multiplicateur  correspon- 
dant à  l'intégrale  B(j,  vj  ). 

Le  calcul  direct  peut  prouver  aussi  l'existence  et  fournir  l'expression 
de  ce  multiplicateur.  Ayant,  en  effet,  F^;((B),  où  ;(  n'a  que  des 
coefficients  constants,  nous  aurons  F'  nu  moyen  de  la  relation  (3), 

B'{y,-Os)  =  K  =  -nsG{y); 
par  conséquent, 

(7)  i"=S'^-â  =  «(>')S'"â- 

s 

En  considérant  dans  F  séparément  les  lettres  j^""'',  . .  .,  y,y,  et  x 
qui  figure  dans  les  coefficients,  et  prenant  à  ce  point  de  vue  les  dé- 
rivées partielles,  on  a,  d'après  l'expression  (4)  de  B, 

De  là  résulte,  d'après  (7),  l'expression  du  multiplicateur  M,  d'ail- 
leurs évidente, 

^F 


,M 


(?/(«- 


G.   En   second  lieu,   développant  F'  et   remplaçant  G(j)  par  son 
expression  explicite,  on  transforme  (7)  en  la  relation  suivante  : 


fn-i)      àF  ,„_,,     dF        ,  „dF  ,dF 

.   y(«-<  )  _L_  y(« )  _I_  _|_  y" _)_  y'  

J       oy"-'^     -^       ^j(«-3)  ^•-  ^J  oy  ^-^  dy 


Cette  relation,  dont  les  deux  membres  sont  entiers  et  homogènes 
par  rapport  à  y~*\  . . ., y',  y  et  du  même  degré  que  F,  se  décompose 
en  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coefficients  dans  F,  Ces  équations. 
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si  l'on  y  considère  les  coefficients  de  F  comme  des  inconnues,  soni  diUV- 
rentielles,  linéaires  et  sans  second  membre.  C'est  de  l'intégral  ion 
d'un  tel  système  que  dépend  la  découverte  d'une  intégrale  V. 

Si  l'on  éliminait  toutes  les  inconnues,  sauf  le  coefficient  de  [y~'\|'', 
on  obtiendrait  une  équation  finale  dont,  comme  on  l'a  vu,  les  solu- 
tions ont  la  forme  ^-^/(yj).  C'est  donc  ré(|uation  aux  puissances />''""'* 

derl"^^ 


Dans  un  pareil  système,  en  général,  toutes  les  inconimes  s'expri- 
ment explicitement  en  fonction  linéaircM^  homogène  de  l'une  des  in- 
i'onnues  et  de  ses  dérivées.  On  a  donc  la  confirmation  du  (ail  aiuioncé 
plus  haut  :  tous  les  coefficients  dune  intégrale  de  F  s'expiimenl  ex- 
plicitement en  fonction  linéaire  et  homogène  du  |)r(Mnier  coefllcienl 
et  de  ses  dérivées. 

Dans  tout  système  d'équations  linéaires,  l'exception  a  heu  seule- 
ment si  l'équation  finale,  par  rapport  à  l'une  desinconnues,  est  d'ordre 
inférieur  à  celui  du  svstème.  Ici  l'exception  a  lieu  seulement  (piand 
léquation  aux  j)uissances/>"""'^est  d'ordre  moindre  (jue  N  [Introd.).  Le 
calcul  direct  confirme  bien  les  prévisions, 

7,  Appliquons  cette  analyse  au  cas  le  plus  simple,  celui  où  l'équa- 
tion considérée  est  du  second  ordre.  En  ce  cas,  F  est  une  forme  binaire, 
aux  indéterminées  y,  j^, 


F  =  rt„  y'f  -+-  /)«,  ,v'^"*  7  + 


p{p  —  i) 


a.\ 


''"-'y'- 


-^p^p  o''y^  '-^^f>y 


Le  système  qui  se  déduit  de  (8)  est  le  suivant  : 

,   ^o[«2  +  (/^  -  2)^3]  =  2(/>   ~  9.)g\a^-h  1g^M^. 
(9)  1  ^o[«3+  (/^-3)rt,]  =  2(/?  -  3)^,^3  +  3^'-,rt2, 


[P  -  0^'s«/,-a, 
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Ces  équations  montrent  bien  que  le  cas  d'exception  ne  peut  jamais  se 
produire  quand  il  s'agit  d'équations  du  second  ordre.  Effectivement, 
si  l'on  donne  une  solution  a^,  on  peut  déduire  immédiatement  «,  de 
la  première  équation,  puis  a^  de  la  seconde,  etc. 

On  peut  vérifier  par  ces  équations  le  théorème  sur  les  invariants  et 
les  covariants  des  intégrales,  auquel  j'ai  fait  allusion  et  qui  sera  dé- 
montré plus  loin.  Supposons  d'abord/?  un  nombre  pair  et  considérons 
l'invariant  quadratique  de  F, 


I  =  a^Qp  —  pa^ttp.^ 


^    /.(/>-!)...  (Ç  +  I 


-^ a2«„_2+..+ — ^ -a-. 


1.2... 


Sa  dérivée  peut  s'écrire 

i'=à^ap--pà^ap_,  +  ''  ''^^'' à.^ap_._—  . .  .-\- pa^^^a^  -\-àpa^. 

En  substituant  les  expressions  de  a'^,  a^y  . .  .,  à^  tirées  de  (9),  nous 
obtenons 

gj='2pg,l. 

Posant,  pour  abréger, 

(10)  ^  =  6-^'"       , 

on  voit  que  u-p\  ej>t  une  constante.  En  d'autres  termes,  V iiwarianl  qua- 
dratique de  la  forme  u^Y  est  une  constante.  Plus  généralement,  soit  J 
une  fonction  quelconque  de<2o,  a^,  ...,  a^;  on  aura,  d'après  les  équa- 
tions (9),  cette  expression  de  la  dérivée  J', 

gol      àuy  da.  das  J 

Si  maintenant  J  est  invariant  de  F,  on  a,  d'après  les  propriétés  des  in- 
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variants,  la  récliu  lion  suivante  : 

où  w  est  \e poids  do  cet  invariant.  D'ailleurs  le  double  de  ee  |)()i(is  csl 
égal  à/?  fois  le  degré  de  J  par  rapport  aux  lettres  a^,,  a,,  .  .  . ,  a,„  Donc 
tout  im'ariant  de  u'^V  est  une  constante. 

Cette  propriété  du  système  (9)  méritait  d'être  signalée  :  Quelles  (pic 
soient  ^o'  8'\y  ^j'  ^^  système  [v^),  dont  r ordre  est  (/?  -h  1),  a  toujours 
(  n  —  2)  intégrales  qui  sont  fournies  par  les  invariants  de  la  forme  binaire 
du  degré  p.  Le  cas/>  =  2  fait  exception,  bien  entendu. 

Pour  vérifier  de  même  la  propriété  des  covariants,  modifions  les 

équations  (9)  en  posant 

uPas^=  a,. 

Le  tvpe  général  des  équations  (9)  devient,  à  cause  de  (10), 

(11)         g,  [«;  -h{p-  s)us^^  ]  =  {p-  ^■s)g^  «.  -+-  Sg.,  «,_, . 

Soit  maintenant  un  covariant  H  de  la  forme  u^'Y, 

Ti  =  Ao./^ + q  A  ,y^-'7  +  '-^^^{^  A,y^- v^  -+-...  +7  A,_ ,  jy  -  • + A,y . 

Calculant,  d'après  (11),  la  dérivée  d'un  coefficient  de  II,  nous 
aurons 


[' 


D'après  les  propriétés  des  covariants,  cette  équation  se  réduit  à 
goK  =  {q  -  2s)  g,A,-hsg.,A,_^  —  {q  -  s) g,  As- 
Cette  dernière  ne  diffère  de  (1  i)  que  par  le  changement  des  lettres  /; 
en  q  et  a  en  A.  Donc  H  est  le  produit  d'une  intégrale  par  u''  :  tout  cova- 
riant de  u^F,  du  degré  q,  divisé  par  u'',  est  une  intégrale. 
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8.  On  pourrait  encore,  et  d'une  manière  analogue,  prouver  le  même 
théorème  pour  les  équations  de  tous  les  ordres,  par  le  moyen  du  sys- 
tème que  représente  l'égalité  (8);  mais  je  j)réfère  me  borner  à  la  dé- 
monstration simple  et  profonde  qu'a  donnée  M.  Darboux,  auteur  de 
ce  beau  théorème. 

Nous  avons  composé  F  au  moyen  de  ^(B).  Cette  dernière  est  une 
forme,  à  coefficients  constants,  et  aux  indéterminées  B,,  Bo,  .  .  .,  B,,, 
et  nous  avons  posé 

(12)       B,  ==B(v,y;,),      V,  =  B{y,r,,),      ..,      ]}„=  \\{y,  ■0„). 

En  regardant  y-'\  y^"''\  •  •  •■>  y',y  comme  les  indéterminées  dans 
la  forme  F,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  jusqu'à  présent,  nous  voyons 
que  F  est  une  transformée  de  /(B)  par  une  >ubstilution  linéaire  (12), 
pour  l'expression  de  laquelle  on  recourra  à  la  formule  (4).  D'après  les 
formules  (5),  le  déterminant  A  de  cette  substitution  est  égal  à  g"^, 
multiplié  par    le    déterminant   composé  avec   77, ,  ïj.^,   .  .  .,  r,n   et    les 

[n  —  1)  premières  dérivées.  Ce  dernier  a  pour  expression  e         '     ,  ce 

nj  9  </.r 

qui,  d'après  les  relations  entre  les  g  et  les  y,  coïncide  avec  ^y"e     '"'"     . 
Ainsi  le  déterminant  de  la  substitution  (12)  est 


Désignons  généralement  par  la  lettre  a  les  coefficients  de  F,  par  a 
ceux  de  ^.  Soit  maintenant  un  covariant  de  F,  représenté  par  U(a,  j), 
la  lettre  j  tenant  ici  la  place  dey'~'',  jf"--',  .  .  .,y,  y.  Si  m  est  le  poids 
de  ce  covariant,  on  aura  identiquement,  en  vertu  de  la  substitu- 
tion (12), 

\][a,  j)  =  A'"IJ(«,  B)  =  ;^-""'U(«,  B). 

Comme  U  (a,  B)  est  une  fonction  à  coefficients  constants,  formés 
avec  des  intégrales  B,  elle  est  elle-même  une  intégrale.  Donc  le  cova- 
riant U,  de  la  forme  F,  multiplié  par  m"'",  est  une  intégrale.  Soit  q  le 
degré  de  U  par  rapport  aux  lettres  j"~',  .  .  .,  r',  r,  et  soit  r  son  degré 
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j)ar  rapport  aux  coefricienls  a\  on  a,  coninu'  on  sail. 

Titn  —  pr      (j . 
Le  mém?  ccvarianl,  calciilo  pour  la  lornic  //''!"  sera  //'"11.  Donc  : 

TiiKORÈ.Mi:  T.  -  Si  F  est  une  intégrale  du  dvgrc  p,  tout  ecnarianl  de 
u^F  du  degré  q,  est  égal  au  produit  de  u'' par  une  intégrale  du  degré  q. 
La  lettre  u  désigne  la  fonction 

u=ze  ^  "     . 
Tout  invariant  de  u^V  est  une  constante. 

M.  Darboux  aéteiuluaussi  cotte  proposition  aux  conlrcvarianls.  Poni- 
exposer  le  nouveau  ihcorème,  envisageons  les  quantités  p^,  |3,,  ..., 
j3„_,,  définies  par  les  relations  (5),  et  nicltons-y  en  évidence  la  quan- 
tité Y)  en  écrivant  |3o(y3  ),  |3,(v2),  ...,  |3„_,(yj).  Si  nous  y  remplaçons 
successivement  y;  par  vj,,  vjo,  •  .  .,  v/,,  nous  aurons  /i^  fonctions  de  ac, 
par  le  moyen  desquelles  s'exprimmt  linéairement  toutes  les  quan- 
tités ,S(y3). 

En  effet,  c,,  r^,  . .   ,  c„  désignant  des  constantes,  on  a 

Yj  =  r ,  •/; ,  -h  c,  -^2  -h . .  .  -h  c„ yj„, 
et  il  en  résulte 

[i3)  /3,(v3;  =  c,;3/-/;,i^c.  3,;yj.)+.-.+c,, /5,(-/3„),      (^  =  o,  i ,  2,  ...,«-  i  ). 

Comparons  cette  substitution  (i3)  à  celle  que  nous  avons  envisagée 
précédemment 

Ces  deux  substitutions  sont  les  transposées  l'une  de  l'autre,  de  telle 
sorte  que  si  l'on  considère  B,,  Bo,  ...,  B,^  comme  remplacés  par 
y  '^y"~'^  ••»/  suivant  fi/j),  en   même   temps  c,,  c^,  ■..,  c„   sont 
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lenijjlacés  jDar  j3o(/5),  — /3|(v5), /3.(ïi),  ...,(—  i)"-'|3,;_,(/3)  suivant  l'in- 
verse de  la  substitution  (i3),  transposée  de  la  précédente.  Donc, 
B,,  Bo,  ...,  B«,  d'une  part,  et  c,,  c^,  ...  c,„  de  l'autre,  considérées 
comme  indéterminées  contragrédientes ,  se  remplacent  en  même  temj)s 
par7^"~'\  y^"-',  ...,  y  pour  les  premières,  par  /3o(v3),  —f)^[■fi),  ..., 
(—  i)"~'/3,,_|(y3)  pour  les  secondes.  Soit  donc  V((2,  j, /5)  un  contreva- 
riant  (si  les  j  n'y  entrent  pas)  ou  un  covariant  mixte  de  F,  du  poids  m; 
on  aura 

\{a,  r,  ,3)  ==  A"'V(rt,  B,  c)  =  u-""'Y{â,  B,  c)  ; 

par  consetpient,  u""'Y[a,y,  /3)  est  constant.  C'est  une  intégrale  tlu 
système  des  deux  équations  G(y)  =  o,  T[r})  =  o.  Il  en  résulte  que  : 
tout  covariant  mixte  de  u^ F,  formé  avec  les  indéterminées  contragré- 
dientes  /3o,  — j^,,  4-/3_,,  ...,  ^ —  i)""'/3/;_,  qui  correspondent,  dans  cet 
ordre,  à  y'"~'^  J'"~*^  ■  -  -^  y\  du  degré  q'  par  rapport  aux  [3,  et  du  degré 
q  par  rapport  aux  y,  est  le  produit  de  u'^  ^  par  une  intégrale  du  système 

o(j)  =  o,  r(-/3)-o. 

9.  Voici  maintenant  une  autre  proposition  analogue,  concernant 
les  multipiicateuis.  Nous  avons  trouvé  (n°  5)  pour  le  multiplicateur  M, 
qui  correspond  à  F,  la  double  expression 

AT  —   i  _^^_  —  V       EL 

On  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  de  ces  expressions  au  moyen  de  la 
substitution  (12),  remplaçant  les  B  par  les  y  dans  le  polynôme  \  ^5  Tu-' 
du  degré  {p  —  i)  par  rapport  aux  B.  Soient  a  les  coefficients  de  I\î, 
exprimé  par  les  y,  et  a  les  coefficients  dans  la  seconde  forme.  Prenons 
un  invariant  W(a)  de  M,  nous  aurons 

W(a)  =  A"'W(«)  =  u-""'W{â). 

Ici  W(a)  n'est  pas  une  constante;  car  les  coefficients  de  \  is^  "^ 
sont  pas  constants  :  ils  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  vj. 
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Si  donc  W  ast  du  degré  r  par  rapjXHl  aux  cocflu  icMils  a,  W(a)  est  un 
polynôme  homogène,  et  du  degré  /■,  par  raj^porl  aux  ïî  ;  c'est  la  s()nre(> 
d'un  muitiplicateur  du  degré  (/  —  i).  Dans //''F,  le  premier  eoellieienl, 
celui  de  {/"~'^Y,  est  u^g'^oXiM-  ^''^^^  aussi,  au  laeleui-  nuniéri(pie 
près/?,  le  premier  coefticient,  celui  de  [v'"  '^J''"'  <lans  «/'^-qM.  Si  l'on 
calcule  l'invariant  W  pour  uf'goM,  on  obtiendra  le  lésullal  jnvcédenl, 
multiplié  par  u'"g'^.  D'ailleurs,  d'après  les  propiiétés  des  invariants, 
jnn  =  {p  —  i)r.  L'invariant  actuel  auia  donc  la  forme  w'5"oXr(^)' 
puisque  W(a)  est  un  j)olynome  de  la  dérmilion  /,(/!).  Donc  : 

TuKOnÈME  II.  —  M  ('tant  un  !nultiplicateur,  du  degré p  —  i,  toul  in- 
variant de  u'' go^l,  du  dei^rè  r  par  rapport  aux  coefficients  est  égal  au 
premier  coefficient  de  m' F,,  F,  étant  une  intégrale  du  degré  r.  Cest,  en 
même  temps,  le  premier  coefficient  de  u''g^M^,  M,  étant  un  multiplicateur 
du  degré  [r  —  i). 

10.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  consiléré  les  multiplicateurs 
comme  obtenus  par  les  intégrales  correspondantes.  Les  coefficients 
d'une  intégrale  F  se  déduisent  de  la  source  par  le  moyen  des. équations 
simultanées,  qui  sont  représentées  ensemble  dans  la  relation  (8).  A 
des  facteurs  numériques  près,  les  coefticients  du  multiplicateur  repro- 
duisent une  partie  des  coefficients  de  l'intégrale,  ceux  cjui  contiennent 
y«-o  5i  clone  on  voulait  déduire  de  la  source  seulement  le  multipli- 
cateur, non  l'intégrale,  il  faudrait  éliminer  d'abord  un  certain  nondjre 
d'inconnues.  Cette  opération,  très  simple  pour  le  second  ordre,  et 
qui  se  fait  entre  les  deux  dernières  équations  (r)),  se  complique  déjà 
pour  le  troisième  ordre.  Comme  ce  sont  précisément  les  complications 
de  calcul  que  nous  avons  ici  à  éviter,  et  que,  d'ailleurs,  nous  voulons 
opérer  avec  les  multiplicateurs,  il  nous  importe  de  savoir  calculer  di- 
rectement leurs  coefficients.  Je  vais  en  donner  le  moyen. 

11.  Soit  un  polynôme  entier  et  homogène,  composé  avec  y  et  ses 
dérivées,  où  l'on  regarde  y  comme  une  fonction  indéterminée  de  x. 
Les  coefticients  de  ce  polynôme  U  sont  des  fonctions  données  de  x. 
Je  dirai  que  U  est  irréductible  si,  dans  chacun  de  ses  termes,  la  déri- 
vée de  y,  de  l'ordre  le  plus  élevé  pour  ce  terme  (y  compris  zéro),  a  un 
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exposant  au  moins  égal  à  2.  Ainsi 

U  :=  A/'  +  Cyy-  +  D)' 

est  irréductible;  si  l'on  y  ajoutait  le  terme  Ej'^y,  U  ne  serait  pas  irré- 
ductible. 

Un  polynôme,  de  la  définition  de  U,  c'est-à-dire  entier  et  homogène 
par  rapport  à^  et  ses  dérivées,  est  une  dérivée  exacte  quand  il  existe 
un  autre  polynôme  analogue  V,  du  même  degré  et  d'ordre  inférieur 
d'une  unité,  tel  qu'on  ait  U  =Y\  quelle  que  soit  la  fonction  y. 

La  proposition  suivante  est  presque  évidente  :  Un  polynôme  irréduc- 
tible, qui  est,  en  même  temps,  une  dérivée  exacte,  est  identiquement  nul. 
En  effet,  dans  V  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé  n'entre  que  linéai- 
rement, ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'irréductibilité  de  U. 

Voici  la  seconde  proposition  sur  le  même  sujet  :  Tout  polynôme 
entier  et  homogène  U  est  réductible  à  la  somme  d  un  polynôme  entier, 
homogène,  du  même  degré  et  irréductible,  et  d'une  dérivée  exacte. 

Pour  le  prouver,  soit,  dans  un  terme  de  U,  p  l'ordre  le  plus  élevé 
des  dérivées.  Dans  ce  terme yP'  figure  linéairement,  sans  tjuoi  ce  terme 
serait  irréductible,  par  définition.  Distinguons  maintenant  deux  cas  : 

jo^,(p-i)  fjg^u^Q  dans  le  même  terme,  que  j'écris  alors  rt(y^P~'^)'"j''f'\ 
et  où  la  lettre  a  peut  représenter  le  produit  d'un  coefficient  par  di- 
verses autres  dérivées  de  y,  toutes  d'ordre  moindre  que  (0  — ij. 
L'égalité 

«(/p-'))"yp)==  — i—  [a(yp- '))'"+-•]' '—  a'(yp-'))'«-^' 

opère  la  réduction  ;  car  la  dernière  partie  du  second  membre  ne  con- 
tient que  des  termes  irréductibles. 

2»  yP~'^  ne  figure  pas  dans  le  terme  considéré,  que  j'écris  alors 
«yp^  L'égalité 

ayp^  =  (ayp-<))'-rtyp-') 

réduit  le  terme  proposé  à  d'autres  qui,  contenus  dans  la  dernière  par- 
tie du  second  membre,  sont  d'ordre  inférieur  à  p.  En  opérant  ensuite 
sur  chacun  de  ces  derniers  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  procédés,  on 
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()j)c'rcM-a  la  ivdtu  lion.  Remarquons  d'ailleurs  (|uo  la  première  proposi- 
tion entraîne  eette  eonséqueiue  :  la  rcdtiction  ne  peut  s  effectuer  que 
d'une  seule  manière.  Ainsi  tout  j)olynôine  l  p(nit  s'éerire,  d'une  seule 
manière,  sous  la  forme  U=Y'-I-W,  où  W  (»st  irréduetihle.  Celte  der- 
nière jiarlie  W  est  la  partie  irrèduelible  de  U. 

La  eonséquenee  finale  est  cc^lle-ei  .  Pour  qu'un  polynôme  U  soit  une 
dérivée  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  partie  irréductible  n'existe  pas. 

12.  Revenons  maintenant  à  une  fonction  linéaire  G  (y),  pour  en 
clierclier  un  multiplicateur  INI,  enti(M-,  homogène,  (\\\  {l(>gré  {p  —  \),  j)ar 
rapport  à  j''"  '^  . ..,  y  ,}'•  D'après  la  proposition  précédente,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  M  soit  effectivement  un  mul/iplica- 
teur  consiste  en  ce  que  la  j)artic  irréductible  du  produit  M(i  ait  tous  ses 
coefficients  nuls. 

La  seule  observalion  qu  d  y  ait  à  ajouter  porte  sur  le  nombre;  des 
conditions  ainsi  trouvées  :  il  faut,  en  effet,  s'assurer  que  toutes  ces 
conditions  sont  indépendantes,  et  qu'elles  déterminent  complètement 
le  multiplicateur. 

Pour  composer  une  forme  irréductible  du  degré /^,  on  n'a  qu'à  aug- 
menter d'une  unité  l'exposant  de  la  dérivée  la  plus  élevée  figunint 
dans  cliaque  terme  d'une  forme  quelconque,  du  même  ordre,  et  du 
degré  (/>  —  i).  Or  ]\IG  est  du  degré/?  et  ne  contient  y'  que  linéaire- 
ment. Donc  sa  partie  irréductible  est  d'ordre  [n  —  i)  et  contient  juste 
autant  de  termes  que  M.  On  aura  donc  juste  autant  d'équations  qu'il 
v  a  de  coefficients  dans  M. 

I^a  suite  de  ce  Mémoire  présentera  l'application  de  cette  dernière 
tliéorie  (III,  n''*  50  et  suivants). 


IL    -   ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE. 

CONSIDÉRATIONS    GÉNÉRALES. 

15.  Pour  les  équations  du  second  ordre,  le  problème  que  nous 
traitons  ici  se  pose  en  ces  termes  :  intégrer  l'équation,  quand  on  can- 
nait le  produit  de  plusieurs  solutions .  Quand  il  s'agit  de  deux  solutions, 
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le  problème  est  rétliiit  aux  quadratures  par  une  méthode  des  plus 
simples,  et  dont  notamment  M.  Hermite  a  fait  usage  pour  l'équation 
de  Lamé.  Je  n'ai  pas  à  rappeler  ici  cette  méthode  ;  on  peut  la  remplacer 
par  une  autre,  qui  se  rattache  aux  théories  actuelles,  et  qui,  bien  en- 
tendu, mène  aux  mêmes  calculs  pour  ce  cas,  mais  qui  s'applique 
aussi,  quel  que  soit  le  nombre  des  solutions  dont  on  coimait  le  pro- 
duit. 

L'équation  proposée  étant  r(ï3)  =  o,  et  le  produit  proposé  /(/j) 
comprenant  p  racines,  on  forme,  par  le  moyen  des  équations  (9), 
l'intégrale  F  dont  /(vj)  est  la  source 

F  ^  a,yp  -[-pa.yf-'y  + . . .  ^-  pa^.j'yP''  +  a^yf". 

Supposons  F  décomposée  en  fac teints 

F  =  a,[y'-  z,y)[y'-  z,y)...[y-  z^y). 

Chacun  de  ces  facteurs  est  proportionnel  à  une  intégrale  linéaire 
B(r,  yj^).  D'après  l'expression  (/j)  de  B,  on  a  donc 


Il  en  résulte,  pour  chaque  racine  z,  une  solution 


I 

o'o 


Donc,  en  tous  les  cas,  le  problème  peut  être  résolu  par  des  quadra- 
tures. Cette  méthode  s'applique  quand  il  s'agit  de  deux  solutions,  et 
aussi  quand  il  s'agit  des  cas  singuliers  relatifs  à  plus  de  deux  solutions. 
Par  exemple,  si  l'on  donne  le  produit  de  quatre  solutions  sans  avertir 
que  ce  produit  est  précisément  le  produit  des  carrés  de  deux  solu- 
tions; alors,  en  appliquant  l;i  méthode  générale  dont  il  sera  question 
tout  à  l'heure,  on  sera,  par  le  calcul  même,  averti  de  cette  circon- 
stance, et  il  faudra  recourir  à  la  solution  précédente.  Mais,  ces  cas 
singuliers  étant  laissés  de  côté,  toutes  les  fois  que  le  produit  considéré 
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(\st  composé  de  trois  solutions  distinctes,  au  moins,  loitte  quadrature 
devient  superflue.  En  effet,  la  forme  F  admet  alors  des  covariants  li- 
néaires, rationnels  ou  irralionncls,  et  ces  eovarianls  fournissent  les 
solutions  sans  aucune  intégration. 

FORMKS    CUBIQUES. 

I  i .   Intégrer  l'équation  du  second  ordre 

0--  V{fi)^=  Vo>î"+  27, -/j' H-  72-/:, 

eomiaissant  le  produit  <p(^')  de  trois  solutions. 

Par  les  équations  (9  )  nous  déterminons  <7, ,  cTo,  a^  coeldeients  de  Tin- 
tégrale  Fdu  troisiènK> degré,  dont  le  j^icmier  eoelfieient  estrto  =  g'l^[^)- 
Nous  considérons  (Misuile  la  forme  cubitpie 

f^-u^V. 

Prenons  le  covariant  cubique  Q  et  le  discriminant  K  de  F,  et  dési- 
gnons en  même  temps  par  r/,r  les  mêmes  formes  poury.  Nous  aurons 

Qet  R  étant  pris,  quant  aux  facteurs  numériques,  comme  dans  Clehscii 
[Théorie  derhin.  alg.  Formen,  p.   12';),  nous  savons  que 

('/±/v/'^y="'(/^>  *%/-!)' 

est  un  covariant  linéaire.  En  le  divisant  par  u,  on  a  (n"  8,  lli.  T)  une 
intégrale  linéaire.  En  prenant  ensuite  le  coefficient  de  y'  et  le  divi- 
sant par  gQ,  on  a  nue  solution  r;  de  l'équation  proposée.  Pour  avoir 
ce  coefficient,  il  suffit  de  limiter  Q  et  F  chacun  à  leur  premier  terme. 
Prenant  ces  termes  et  écrivant  explicitement  R,  remplaçant  aussi  u  par 
son  expression,  nous  avons 


4ao^2  +  4'Ï3^'i  —  àa'^a'^  —  Ga^,a^a.^a3) 
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Telle  est  la  solution  du  problème  :  Informulé  donne  deux  solutions 
■distinctes  exprimées  en  fonction  des  quantités  a^^a^,  a,»  ^s»  qui  sont  ainsi 
^déterminées  : 

3a,  =  -  a,^6'^  «f„,  g\  =  -y,+  y;^, 

10 

2«o  =  -  rt',  +  4  f^ «,  -I-    ^ «0.        §-■>=       7-2  -  2-/',  -+-  y';,. 

10  10 

/?!  ,"■■> 

«3  =  —  rt.,  -h  2^^  ^2  +  2  —  a, , 

Yo  To 

On  ne  manquera  pas  d'observer  que  la  quantité  soumise  au  radical 
du  second  degré,  étant  égale  à  l  invariant  R,  ne  diffère  pas  de  «'-. 
On  a,  par  conséquent, 


I 

To" 


2  fil./. 


{a^al-h  4f7o^2  +  4«3'^î  —  3rt^«|  —  6(7or?,<72  «^s) 


en  sorte  que  la  quadrature  qui  subsiste  est  encore  superflue,  et  que 
la  formule  définitive,  dégagée  de  toute  quadrature,  est 


\iala'l  +  4«o'^2  +  'i^s^î  —  ia\fil  —  Grtort)  «,«3 


Désignant  par  yj,  et  par  vj^  respectivement  les  solutions  qui  cor- 
respondent aux  signes  H-  et  — ,  on  voit  que  les  trois  solutions  dont 
le  produit  fait  (p(-r)  sont,  au  facteur  numérique  près  y  2»  '^s  sui- 
vantes, où  6j  désigne  une  racine  cubique  primitive  de  l'unité  :  y],  -h  v].,, 
>3,  -f-  W7i2,  vj,  +  w^Tjo.  On  a,  en  effet. 


«n 


ï{<+0  =  ^  =  ^{^)- 

i  0 

Nous  pouvons  encore  observer  ici  une  application,  soit  du  théo- 
rème I  concernant  les  covariants  des  intégrales,  soit  du  théorème  II 
relatif  aux  invariants  des  multiplicateurs.  Le  covariant  hessien  de  /a 
pour  premier  coefficient  ii^[aoa2  —  a'^).  Ce  covariant  étant  du  second 
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(legiv.  il  cMi  résullo  que  ^,  [a^a,- a'])  osl  le  prodiiil  (1(>  drii.v  solii- 
tioiis.  On  a  la  mcw  cons('>qii(MiC(MMi  pn^iant  \v  (lis(Miniiiianl  i\u  miiili- 
plicatcur.  Cette  coiisé(|uence  se  \éri(ie  ainsi  : 

1 

_  a,,a,—  a\  f \ \   . 


Appmcaiion. 

15.  Appliquons  ce  résultat  à  l'équation  nmnerifpie  snivanle,  où  | 
désigne  un  polynôme  du  second  tlegré, 

C'est,  comme  on  voit,  une  équation  hypergéométriqiie.  Il  s'agit  de 
l'intégrer  sachant  qu'il  y  a  trois  solutions  dont  le  produit  est  égal  à  ^• 
Voici  les  calculs  : 

Vfl   =  '^         V'  ~  T^  •  /2  —  ,.  Y    ' 

et  pour  vérification  ^o^a  =  ^o^^a- 

La  formule  (i5)  se  réduit  à 

i_ 

Substituant  et  omettant  un  facteur  constant,  on  a  finalement 

_i  — ^  i 
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On  remarquera,  dans  cet  exemple,  que  le  produit  des  deux  solu- 
tions y;,,  r,2  fait  aussi  j>  à  un  facteur  constant  près. 

Formes  biquadratfques. 

l(j.  Intégrer  l'équation  du  second  ordre  T[yi)  =  o,  connaissant 
le  produit  (p(^)  de  quatre  solutions. 

Par  les  équations  (9)  nous  déterminons  a,,  a,,  «3,  «^  coefficients 
de  rintégrale  F  du  quatrième  degré  dont  le  premier  coefficient  est 
a^y=z  gl(p[x).  Nous  considérons  ensuite  la  forme  biquadratique/ 

Soient  H,  I,  J  le  hessien  et  les  deux  invariants  de  F;  A,  i,  j  les  mêmes 
formes  poury(aveç  les  mêmes  coefficients  numériques  que  dansCLEBScu, 
Th.  der  Formen,  p.  i46).  On  aura 

Soient  p,  p',  f  les  racines  de  ^''  —  -  ^  —  ■'- =^  o.  D'après  M.  Cayley, 

on  sait  que  les  facteurs  linéaires  t  dey  se  mettent  ainsi  sous  la  forme 
de  covariants 

En  opérant  sur  F,  prenant  les  racines  o-,  a' ,  a"  de 

,       I  J 

2  6 

et  posant 
T  =  [(^'-  cr")vH  -f-  o¥  +{<7"—o)\/H  +  g¥  +  (7  -  a')  y/H'+^'^F]'"', 

on  aura  t=^u''T.  Pour  avoir  une  intégrale  linéaire,  il  faut  diviser  t 
par  ugQ.  Donc,  pour  obtenir  une  solution  /j,  il  faut  prendre  le  coeffi- 

cient  de  y  dans 

Ici  encore  on  remarque  que  la  quantité  m,  à  un  (acteur  numérique 
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près,  esl  égale  à  T'  ou  J"'",  |)uis(iiie  i  et/  sont  des  eoiistaiiles  (Ui.  I, 
11»  8).  11  n'y  a  clone  aucune  quadrature.  Metlaiil  pour  \c  premier  eoel 
ficient  de  H  son  expression  explicite,  nous  avons  le  résull;it  suivant. 

Solution.  —  Ayant  délerminc  a^,a^,  n.,  a,„  a,  par  les  équations  sui- 
vantes : 


«o  =  V«9(-^-)' 

4rt,_-rt„+    ;    a^ 

10 

ïo 

|0 

ê'.  =-7'  +  7o. 

la^  zzr  —   rt',H-    ^^2  + 

To 

-,=      y,- ■-i7'.-+-7o 

To 

T«    ''^' 

o=-a;-f-^^«.     ( 

ïo 

pour  VI 

'ri 

lication), 

Il  =  a^a,  —  '\a,a,  +  3a;, 

^J  =  a^a^a.,  -+-  lata.^a^  —  «!|  —  ^o^'-^ri  "~  ^^<'^4' 

o/i  obtiendra  quatre  solutions  o  de  l'équation  proposée,  par  la  formule 

ivj  =  — ^  [(<7'  —  a")\l2[af,a^  —  à\)  H-  aao 
ToJ*  

±  {<j"  —  G)\/2{aoa.,  —  a'î)  -\-  a'a^ 
±  (cr  —  G')sj2{aoa^  —  a])  +  cr"ao]', 
0.7  /e^  quantités  7,  c',  cr"  50/;/  /e^  racines  de  l'équation 

(17)  ^3_iI^_.J_0. 

Bemarque.  —  Le  rapport  J'^  ;  T  est  une  constante. 
On  peut  encore  présenter  la  solution  sous  une  autre  forme  en  em- 
ployant, au  lieu  des  facteurs  linéaires  de  F,  ses  covariants  canoniques. 
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Voici  alors  le  résultat  :  a  éla/U  une  raci/ie  de  C équation  (  i  7  j,  on  obtient 
deux  solutions  ri  par  l'équation 


I G  bis  ) 


7||I''-/1»4-  [2(3l7+  2j)(fl'„t7o  -  d\)  —  ilrj  ^ i})a^a ril\- rr 

-\-  -^(Ic  —  2 J)  (31(7  +  2J)  [2(<2oa2  —  (l])  -^-  '^«oj'"  =  t>- 


VI .   A  ijos/eriori,  la  formule  (16)  peut  être  vérifiée;  à  cet  effet,  je  vais 
prouver  que,  •/(,»  ^0»  ^m  ^2'  J  étant  des  fonctions  de  ce  à  volonté,  et  l 

étant  égal  à  3%  sauf  un  facteur  constant,  les  quatre  fonctions  r)  données 
par  la  formule  (16)  satisfont  à  une  même  équation  linéaire  du  second 

ordre,  et  que  leur  produit  fait  -^5  à  un  facteur  constant  près. 

ïo 

Posons,  pour  abréger, 

2(rto«2  -  «;)  =  ^0?; 

C7 -+- i   =  rt%       c'-^ç  =  b^,      a"-hS    =c-; 
d'où  résulte 

a-  =  b'-c\     f:i''  =  c''-a%     f  =  a- -  b\ 

L'une  des  quantités  yj  données  par  (16)  s'écrit  ainsi 


£ /a, 

ïoVJ 


'^'sj{a-b)[b-c)[c-a). 


en  vertu  de  l'identité 


aa-^b[i''-\-cf 

=  a{b'  -  c')  +  b{c^  -  a-)  +  c{a'  -  b-)  =  [a  -  b)[b  -  c)[c  -  a). 

Nous  obtenons  successivement  trois  autres  vj  en  changeant  successive- 
ment le  signe  de  Tune  des  quantités  a,  b^  c.  De  là 

ri]  _  (a  +  6)(a  +  c)  _  _  {a+  bY{a-\-cY 
r,l~  {a-b){a-c)-  p^Y' 
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ol,  en  pi'écisant  à  volonté  1(>  sii^iu^lo  y^,  (/disignanl  inaiiilciiaiit  y^—  i), 

(^^^  ^0  = Th 

Sonil)lal)leniont, 

\)c  là  lésullc 


(  .8)  ,,,,,._.,^,=  _^_P_L  =  _^_  _  ,  _. 

OtU' égalité,  d'après  la  supposition  que  J^  *.  1^  est  constant,  prouve  déjà 
(juc  le  produit  des  quantités  yj  diffère  de  -^  seulement  par  un  facteur 

constant. 

T.'égalité  ([7)  j)eut  s'écrire 

ifi'/—  =  «'■'  -+-  (ib  -h  bc  ^    ca, 

et  les  suivantes  d'une  manière  analogue.  En  retrancliant  membre  à 
membre  les  équations  sous  cette  forme,  on  obtient 

La  constance  du  rapport  J^  :  1*  implique  aussi  la  constance  des  rapports 
de  c,  g',  <j"  entre  elles.  Donc  a,  [j,  y  ont  des  rapports  constants.  Donc 
les  dernières  relations  indiquent  que  rj.,  et  yj^  sont  fonctions  linéaires, 
à  coefficients  constants,  de  vjo,  "^i-  Donc  ces  quatre  quantités  satisfont 
à  une  même  équation  linéaire  du  second  ordre,  la  vérification  est  donc 
complète. 

Pour  achever,  on  peut  encore  donner  explicilement,  en  fonction  de 
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■fiQ  et  Yîi  par  exemple,  les  solutions  canoniques,  celles  que  fourniraient 
l'équation  [iGbis).   A  cet  effet,  il  suffit  de  substituer,  dans  (i8),  les 
expressions  de  v^a  et  yj.,,  puis  de  réduire  la  forme  biquadratique  à  être 
bicarrée.  Voici  le  résultat  : 
Si  l'on  pose 


I 

'  2 


W^^  r,')n 

^'^f   _ 

j(p-n)n 

a^P^Y^ 

.•'■'0 


les  deux  quantités  z^,  z^  sont  deux  solutions  de  r équation  proposée  [car 
les  facteurs  sont  constants),  et  elles  satisfont  à  la  relation 


2  T  —  n 


('9)  K^^\  '^'^~^-r—^r-zl^\  =V^=  ?(^)' 

J8,  Avant  de  faire  une  application  numérique  de  ces  résultats,  je 
vais  indiquer  une  légère  modification  qu'on  peut  apporter  au  calcul 
pour  tous  les  cas  où  il  s'agit  d'une  équation  du  second  ordre. 

Cette  modification  provient  de  ce  fait  bien  connu  que  l'équation 
G(7)  =  o  se  transforme  en  son  adjointe  T (-/))  =  o  par  la  substitution 
y  =  u"^ g(^ri,  de  même  que,  dans  les  formes  binaires,  les  contrevariants 
coïncident  avec  les  covariants. 

Faisons  simultanément 


-Ç^dx  -f-^d.v 


m'g^  =,  UVy^  =  I 


Donner  Xp{'^')  —  ?{^)  ''^vient  à  donner  Xi>{y)  =  ^~'^To'''P(^)'  On  peut 
donc  calculer  une  intégrale  ^,  de  r('/i)  =  o,  avec  la  source  (^"^^'Y^''(p(.r). 
Son  premier  coefficient  sera  Aq=^  v~-^'(p[x).  Au  lieu  de  ^,  calculons 
directement  y,  =  çP^;  ce  sera,  d'après  le  théorème  I,  une  forme  à  inva- 
riants constants.  Dans  un  covariant  linéaire  def,  soit  ^,  le  coefficient 
de  Y)';  alors  <^~'yô'^i  C'st  une  solution  y;  par  suite,  çkf  est  une  solu- 
tion '/Q  . 

Nous  avons  déjà,  au  n*'  7,  donné  les  équations  qui  déterminent  les 
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coefUcients  (1(\/', .  Elles  ont  pour  type  (i  i) 

V«['^i  +  [P  -  ^)«i^.]  =  iP  -  2^)T.a<  i-  sy,a,  ,. 

Par  cette  nictliode  la  solution  du  probJrine  |)oiir  />       f\  sv  présente 
ainsi  : 

Ayant  détermine  a,,,  x,,  a^,  a,,,  a.,  par  les  équations 


('  =  e 


J    Y„ 


Y» 


rf> 


«„=('    ':p(a?), 


3  a^>  —  —  a ,  -I-  ^^-^  « ,  -h  —  a„ , 


2  a,  =  —  a.,  -H   H ^  «1 , 

27,             3-'., 
a,  =  —  «., -OL.f  H ^  a.,, 

7i>      "  To 


o  —  —  a'j  —  —  «i  4-  —  a^     (pour  vérification), 

Y"  Y'i 

/Î///5,  avant  exprimé  1,  J,  n  par  les  «,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  par  /es 
quantités  a,  on  aura  la  solution  sous  la  forme 


r,  =r  c|(7'—  (7")y/2(aoa,  —  a' )  +  cra„ 


(20)  <  ±  (or"—  (7)v/2(aoa^,  —  a^  )  -f-  <7'a„ 


±  ((7  —  ff')v/2(7o^-.  —  î'-')  +  '^''-Zol- 

£e5  quantités  ^  et  1  seront  des  constantes. 

ApPLIC(VTIO>.     —     DlGTlESSION    SUK    LKQIIATION     DF.    LaMK. 

1 9 .   Intégrer  r  équation  suivante ,  o;/  -j/  désigne  un  polynôme  du  troisième 
degré, 

(  2 1 :     4'^'"  +  ^ ^'''"''  —  ^ ^"'^'  =  o,     d;  —  (!;„ .a:'^  +34^,  r-  ■+-  3 -i/. .r  -f-  'y, , 
sachant  que  quatre  solutions  ont  un  produit  constant. 
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Voici  les  calculs  : 

«0=^5      a,  =  o, 

I      ,,„  I       S'V'^— 8'V6"' 


y.o  == 


v  .i  '  2''  .3  ' 


si  l'on  fait  a  =  ^('K~  +  ^1)'  ^^^  trouve  ici  pour  transformée  de  (17) 
l'équation  iJ;(t)  =  o,  en  sorte  que  l'on  a 

cr  —  (7   =-s%(t  -  :   ),      .... 
D'autre  part, 

Delà  sorte,  en  omettant  un  facteur  constant  {'^'l'o)',  «ii  îi.  d'après 

(20), 

r,  =  [(t'  -  t")v't-^  ±  (t"  -  t)v^t'  -  ^  ±  (t  -  t')v'-7^^]\ 

Cette  formule  fournit  quatre  solutions  de  r  équation  proposée;  -,  t',  -"sont 
les  racines  de  V équation  ^'(t)  ^  o. 

Conformément  au  calcul  fait  plus  haut,  si  l'on  pose 

-  —  a?  =  «- ,      t'  —  .r  =  />" ,      -r"  —  .r  =  c- , 
(Ml  peut  écrire  les  solutions  sous  la  forme 

(  «  +  ^  )  (  «  +  c  ) 


r.-,  =  r,. 
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ih 

{b  + 

c){b 

4-  a) 

iyx 

(  c  +  a  )  (  c 

+  b) 

cl  l'on  a 
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r.^r,,r..,r,.^        /a'-fi'-y- 


I  A\s  rehilions  liiu'aiivs  (Mitre  cos  solulioiis  cl  la  fonuo  raiioni(inc  du  pro- 
duit s'écrivent  exaetenieut  ici  conniK^  dans  le  cas  général  (n"  17);  il 
faut  seulement  mettre  9 (.r)  —  1 .  Il  y  a  encore  pour  ce  produit  une  autre 
forme,  valable  aussi  dans  le  cas  général,  mais  qui,  dans  cet  exemple, 
offre  un  intérêt  parliridi(M". 
Si  nous  posons 

l'expression  du  produit  donne 
ou,  en  d'autres  termes, 


=  I . 


(jCtte  formule  va  servir  de  fondement  à  une  transformation  de  rc(|ua- 
lion  (9.1)  qui  mcrile  d'être  signalée. 

20    Pour  faire  celle  transformation,  il  nous  est  nécessaire  de  con- 
naîlrc  la  valeur  exacte  du  déterminant  u„Ç,  —  Ç,  Ç'^,  qui,  d'après  l'équa- 

lion  proposée  (21),  ne  diffère  de  -]/  '  que  par  un  facteur  numérique. 
lVaj)rès  les  expressions  de  ry  et  r,,  on  a 

r'  a— h'         h'  —  c'         c'—n'         a -h  0 -h  c 

2i«  =t + 1 = , 

T|o  a  —  o  h  —  c  c  -     a  '?.abc 

7],  a  —  b  —  r 

T| ,  2  abc 

De  11  résulte  immédiatemenl,  «^celant  égal  à  \  —  '^[oc). 


•SOSl  '3)^0  


Semblablement,  les  deux  solutions  qui  font  acquérir  au  produit  la 
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forme  canonique  (19)  donnent  lien  au  déterminant 


■22 


21.  En  désignant  par  T^,  M,  ).,  (x  des  constantes,  envisageons   les 
deux  équations,  à  la  même  variable  indépendante, 

W  +  W'o'  -^  (T^'^'  +  "^O'^î  =  f>' 

La  nouvelle  inconnue  y,  bien  entendu,  est  ici  sans  aucun  lien  avec 
celle  que  la  même  lettre  a  précédemment  représentée. 

Te  me  propose  de  transformer  la  seconde  équation  en  prenant,  pour 
variable  indépendante,  au  lieu  de  x,  le  rapport 


de  deux  solutions  de  la  première. 

D'après  la  première,  on  aura,  h  étant  une  constante. 


I   'iO 


-'nrr'=h'l-\ 


De  là  résulte,  pour  la  transformation, 


'A 

dx 


y'=hl  -r, 


"  d\ 


,.  d'- 


dy 


'0     ^f. 


d\ 


La  première  équation  peut  être  écrite  d'une  manière  analogue.  La 
supposant  écrite  et  éliminant  ^j^",  j'ai 


/o      4  d\y  j     '       .(    ,  dv 


>L-XM         M 


^  I   ,ô       3     '    I    dr,  ,..       ,  I    d^r,\ 


'»      '^r,    d\ 


'"     r    dz'- 


y  =  O. 
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Faisant  mainlonant  disparaitro  r,,  J^ar  lo  moyen  de  l'éj^alilé 


et  donnant  à  r,  la  valeur  partieulière  7)„,  j'ohiiens  la  forme 


d- y  <lr^,^   (!)  \\xL  —  XM     »         M 


•)    />■■> 
r,-ff'- 


Y  =^  (». 


La  transformation  est  aehevée,  sauf  à  exprimer  explicitement  r,,,  en 
fonction  de|.  Or  c'est  ce  que  nous  savons  faire  si  la  ])rcmière  é(|uali<)n 
coïncide  avec  celle  que  nous  avons  étudiée  tout  à  l'heure.  Faisons  cette 
supposition,  c'est-à-dire 

Deux  solutions  quelconques  r,„,  r,,  donnent  lieu  à  une  forme  hiqua- 
dratique,  égale  à  l'unité;  donc  on  a 


•^1//" 


', 


où  /  est  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Donc 

■'^.  =  Z'(l)- 
Je  changerai  la  notation  de  la  constante  M,  en  écrivant 


M  = 


I  —  4  m- 


et  aussi  l'inconnue  en  prenant  Y  au  lieu  de  j, 

1     lin 

(23)  ^_^-    .y_-,-T-y_ 

Le  calcul  n'offre  plus  aucune  difficulté  et  donne  pour  résultat  la 
transformée 


^2  Y        ,  .dy  dY 


(M)   x-^-i'n-i)^ 


{2  m  —  I )  (  /"  —  I  )  d- y  IX 

6  ~  W  '^  7? 


o. 


ÉQUATIONS    DIFFERENTIELLES    LINÉAIRES.  /f  5 

J'ai  pris  arbitrairement  les  solutions  v^o  et  yj,  ;  si  je  les  choisis  et  ({ue, 
par  exemple,  mon  choix  se  porte  sur  les  solutions  Ço>  Çi  (ri°  l^N  ''^loi''^ 
/  se  réduit  au  polynôme  du  troisième  degré  '|  lui-même.  J'ai  calculé 
(n°  20)  la  constante  li  pour  ce  cas;  elle  est  égale  à  \.  En  résumé,  j'ai 
obtenu  la  transformation  suivante  : 

'^[x]  étant  un  polynôme  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont-,  -',  ~" , 
le  changement  de  variables 

20)       ç  =  T  —  (yT  —  X  -\-  \x'  —  x)  (v'-  —  X  ->r  v'~"  —  x), 

III  -  ' 

y  =  [(v^  —  X  —  vt'  —  x)  (yt'  —  X  —  \x"  —  x)  (vt"—  x  —  \x  —  x)\       '  ^ 
transforme  i équation 


en  cette  autre 


27 


^(^^) 


d'\' 


m 


{iiti  —  \)(  m  ■ —  I ) 


-f  W-^4f. 


Y^o. 


I.a  signification  de  la  relation  liant  S  et  x,  au  point  de  vue  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  ne  saurait  échapper  au  lecteur.  Si 
l'on  suppose  |x=  o,  m  =  ^,  y  et  Y  se  confondent;  ces  quantités  sont 

éeahs,  sauf  des  facteurs  constants,  aux  intéerales    /  — =r=z,    / -^^— • 

Pour  déterminer  le  rapport  des  facteurs  constants,  il  suffit  de  faire  x 
infiniment  grand,  et  l'on  a  immédiatement  ce  résultat  :  la  relation  (  25  ) 
est  équivalente  à  celle-ci 

dl 


Je  reviendrai  plus  loin  à  la  considération  des  fonctions  elliptiques. 
Pour  le  moment,  je  m'arrête  encore  aux  propriétés  algébriques  de 
l'équation  (2/4). 


22.  D'après  l'analyse  qui  a  conduit  à  cette  équation  (24),  on  voit 


l'> 
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V     al    \    h 


(luo  loule   siibstilutioii   linéairo      5,  -  ,1       .,\  v\iccU\vv  sur  i    a    nom- 

circt  (le  chaiii^or  réquation  dinéivnliclle  en  cllc-nu-nu',  saiil  (change- 
ment (le  la  eonslanl(>  //,  et  sanf,  bien  entendn,  changement  dn  polv- 
lunnt^  y,  cln  {|natiieine  degiT,  en  son  Iransfornu'.  .1(>  vais  ntiliser  eelle 
nroprielé  projcdi^'e  en  prenant  maintenant  k\v\\\  variahles  indépen- 
dantes /j,,,  vîi  et  considérant  Y  conune  nne  (onction  de  ces  variahles, 
liomogène  et  du  degré  zéro.  Je  reviens  alors  à  l'inconnue  primitive  r. 
(jui,  d'après  (lij),  sera  homog(*ne  et  du  degié  (2///  —  i).  Au  polyiu'une 
X(?)  je  substitue  une  forme  bi(juadrali(|ue  homogène  (j\  je  pose  ainsi 
en  même  temps 

Je  dénote  par  des  indices  les  dérivées  partielles,  ainsi 


«)0 


5o=^.       ^- 


T'      f^oi 


In  dilférentiant,  j'ai 


''(. 


7/r     ^  ""-''"      77F' 


et  de  même  pour  les  dérivées  de  y^,  ce  (pii  conduit  d'abord  a  la  rorm(î 

(  •>,  ///  —  I  )  i  //<  —  I  ) 


'>>',. 


/// 


0^.7 


G 


-^M.>'  +-  v/'î:  v=^  o. 


.Mais  les  relations  d'homogénéité 


donnent  lieu,  toutes  réductions  faites,  à  la  forme  définitive  suixante 
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Cette  transformée  est  surtout  remarquable  par  ce  fait  qu'elle  ne  con- 
tient pas  la  constante  m.  Son  caractère  projectif  est  d'ailleurs  en  é\i- 
tlence,  car  l'ensemble  des  trois  premiers  termes,  pour  deux  fonctions 
homogènes  quelconques,  est  un  covariant. 

Prenons  pour  les  deux  variables  vju,  T,^  celles  qui  font  acquérir  à  0 
la  forme  l^icarrée 

(29)  ^  =  K-  2Ar;^;  +  -^;, 

et  dont  le  coefficient  A  a  été  donné  précédemment  [n"  !7,  rcpiat.  (iQij . 
En  tenant  compte  d'une  des  relations  d'homogénéité  et  posant,  en 
outre, 

(9.  m  —  I  )  (  9,  /«  —  2  )  .  ijL 

5 A  —  j^  =  ( i>  a;z  —  1  j  {  2 m  —  -ijy, 

nous  mettons  l'équation  (28)  sous  la  forme 

(  ■'5o  )         Y'  0  J  M  -t-  2  A-r  0  "^ .  Vo ,  4-  r,  ;y,  „  :--=  (  2  „/  _  r  )  (  2  /;/  -  2  ^  v  )', 

très  propre  a  faire  connaître  les  cas  où  j  est  un  polynôme  entier. 

Le  degré  de  j  étant  [2m  —  i),  ces  cas  peuvent  avoir  lieu  si  m  est 
entier,  ou  moitié  d'un  entier. 

25    Soit  d  abord  m  entier,  et  supposons 

H a.,  -/)„       r, ,  + .  . .  +  a.„,,_,  r, , 


En  employant  le  symbole  des  combinaisons 

^■p- T:^.T7:q ' 

on  trouve,  par  l'identification  des  deux  membres  de  (3o),   deux  svs- 
tèmes  d'équations,  distincts  entre  eux,  contenant  l'un  les  coefficients  a 
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(riiuliccs  pairs,  l'autre  ceux  dincliccs  impairs;  ce  sont  les  suivants 


V<(,.  —   (t.;,. 


•''•'jw     i^2w-i      ~  '-':;«;    :)  "i''"    12   "•"    - '"^'''j///- 3  "-'"-'■    "r"  '-'^w    a  "-''«-(1  ♦ 

D'après  la  propriété  (1^  =  C^  '',  il  est  manifeste  que  ces  deux  sys- 
tèmes se  changent  l'un  clans  l'autre  si  l'on  écliange  a^,  «2,„-,  enlre 
eux,  a.j  et  a^m-a»  ^' \  ^^  ^i>w-5.  •  •  -,  û!jw-2  f't  ^1-  I^«>i'  conséquent,  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'un  et  l'autre  système  soient 
possibles  s'exprime  par  une  seule  équation,  qu'il  est  iiuitile  d'écrire 
ici  sous  forme  de  dclerminant,  et  qui  est  du  degré  m  par  rapport  au 
coefficient  v.  Cette  équation  satisfaite,  on  pourra  prendre  à  volonté 
un  coefficient  pair  et  un  coefficient  impair.  De  là  le  résultat  suivant  : 

Si  la  constante  a  est  choisie  parmi  les  racines  d'une  certaine  équation, 
dont  le  degré  est  m,  l'équation  (28)  est  satisfaite  par  un  polynôme  y 
contenant  deux  coefficients  arbitraires  a,  b.  Si  0  est  mis  sous  la  forme 
l  icarrée  (  29),  y  peut  s'écrire 

y  =  i\r,J{r,l,r.;)  -^hr,,f{r:;,r:i), 

où  f  est  un  polynôme  entier  homogène,  du  degré  [m  —  1). 

Pour  une  telle  valeur  de  y.,  V équation  (26),  où  la  constante  m  a  la 
même  signification,  s  intègre  algébriquement. 

24.  On  voit  pour  quelle  raison  je  me  suis  cru  autorisé  à  introduire 
ici  cette  digression   concernant  l'équation  (26).    En  permutant  les  r,, 
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OU  aura  quatre  solutions  j  dont  le  produit  symétrique  sera  une  fonc- 
tion entière  de  x\  par  conséquent,  nous  obtenons  une  classe  d'équa- 
tions pour  chacune  desquelles  le  produit  de  quatre  solutions  est  un 
polynôme  entier,  et  qui  pourraient  être  intégrées  par  l'application  des 
l^rocédés  généraux  exposés  dans  ce  Mémoire. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'équation  (27)  admet  pour  solution 
générale  un  faisceau  de  polynômes  entiers  en  S,  du  degré  {im  —  i). 
D'après  le  coefticient  du  second  terme,  \a.  j'acobienne  de  ce  faisceau 
est  /""*"'  ;  par  conséquent,  le  problème  consistant  à  déterminer  y.  et 
qui  se  résout,  comme  on  l'a  vu,  par  une  équation  du  degré  m,  coïncide 
avec  ce  problème  de  pure  Algèbre  :  Étant  donnée  une/orme  biquadra- 
lique,  trouver  un  faisceau  de  formes  de  degré  impair  ['im  —  1),  admet- 
tant pour  j'acobienne  la  puissance  [m  —  i)"™«  de  la  forme  biquadralique . 

M.  Cyparissos  Stephanos  a  consacré  un  Mémoire  d'une  haute  im- 
portance (')  au  problème  général  consistant  à  chercher  les  faisceaux 
{[ui  ont  une  jacobienne  donnée.  Il  s'agit  ici  d'un  cas  particuUer  de  ce 
problème.  Ce  savant  géomètre  a  fait  voir  que,  si  une  forme  y  appartient 
n  un  faisceau  ayant  Ç)  pour  jacobienne,  le  covariant 

est  divisible  par  y.  Par  l'équation  (28)  nous  avons  obtenu  une  proposi- 
tion analogue  coïncidant  avec  la  précédente  pour  le  cas  m  =  2,  à 
savoir  :  Si  la  forme  y,  de  degré  impair  [-im  —  i),  appartient  à  un  faisceau 
ayant  pour  jacobienne  la  puissance  [m  —  i^"^^  d' une  forme  biquadra- 
tique  0,  le  covariant  6^0  j,,  —  2^01  Xoi  -+-^n.'>'oo  reproduit  la  forme  y,  et 
réciproquement . 

*2o,  11  noussuffira  d'appliquer  les  équations  du  n°  25  à  un  exemple, 
le  plus  simple,  m^=  1. 

V(7o  =  «2'       3v(22  =  2  Aûfa  +  <7()j 
3v-  —  2  A  V  —  I  =0, 


I-"     _-  Q..  l-" 


lh 


-  =r  3v,       -Vt.  =  i/'A'+  ^• 
lh-        * 


(*)  Mémoire  sur  tes  faisceaux  de  formes   binaires  ayant  une  même  jaco- 
})ienne  {Savants  étrangers,  t.  XXVII). 

Journ.  de  Math.  (/|*  série),  tome  I.  —  Fasc.  I,  i885.  7 


.)(^  G. -H.     HALPHEN. 

Keniplaoant  h  par  roxpivssion  (pii  rc\Mill<^  tic  {-.vi)  ol  A  |)ar  ccllo  (|iii 
résulte  île  (19),  nous  aurons 


|j.  =  ^-isjx'  H-  X'-'  +  ■:"■'  -  tt'  -  t't"  -  t"t  =  '{  v/if;  -  ij>of.. 

Envisageant  la  forniebiquaclraliqueïî'^i//  —  j-  nous  voyons  figurer  iei, 

sons  le  radieal,  son  inxariaMt  (|ua(lrati(|ne,  el  nous  j)ou\<)ns  couilnre 
en  toute  généralité  que,  Q  étant  un  polynôme  de  (piatriénie  degré,  cl  v 
une  forme  cubique  appartenant  à  lui  faisceau  dont  0  est  la  jacobieinie, 
on  a 

formule  dans  laquelle  1  est  l'invariant  quadrali{pie  de  Q.  (le  résultai 
s'accorde  avec  ce  qu'on  savait  déjà  sur  ce  sujet  (  '  ). 

*2G.  J'ai  encore  à  examiner  les  cas  où,  dans  (3o),  j  est  un  polynôme 
entier,  quand  m  est  la  moitié  d'un  entier  impair.  Metlanl  in  au  lien 
de  ('2 m  —  i),  supposons 

..„                  ..„ -,            r? «(?,/«—  1)        .,„  „   o  .,„ 

Y  =  a^r,^    -\-2na,r.i      -/;,  H — a.ar^    ■rr,  + .  .  .-h  a.„-n\' . 

On  trouve  ici,  connue  pour  le  cas  précédent,  deux,  systèmes  dis- 
tincts contenant  l'un  les  coefficients  pairs,  l'autre  les  coefficients  iru- 
pairs.  Mais  ces  deux  systèmes  diffèrent  entre  eux.  l'oiu'  abréger, 
j'omets  de  les  écrire  :  ils  suivent  la  même  loi  que  dans  le  cas  précé- 
dent, mais  la  difterence  porte  sur  les  équations  extrêmes.  Ici  l'on 
pourra  trouver  la  constante  de  manière  à  rendre  possible  seulement 
un  des  deux  systèmes  au  choix;  l'autre  n'aura  pour  solution  qu'un 
ensemble  de  coefficients  nuls.  Chacun  des  deux  systèmes  présente  une 
symétrie  par  rapport  aux  coefficients  également  distants  des  extrêmes, 
en  sorte  que  l'équation  relative  au  coefficient  v  se  décompose.  Voici 
finalement  le  résultat  : 

L'équation  (28)  admet  pour  solution  y  un  polynôme  entier  et  homo- 
(')   Voir,  par  ex.emple,  le  Mémoire  cité  de  M.  Sleplianos,  p.  [\o  el  43. 
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gène  de  degré  pair  in,  si  la  constante  [j.  est  une  racine  d' une  quelconque 
de  quatre  équations,  dont  trois  sont  du  degré  -  ou suivant  la  parité 


de  n,  la  quatrième  du  degré  — h  i  ou 

Si  0  est  mis  sous  la /orme  biquadratique  (29),  les  formes  de  y  sont  les 
suivantes,  oùT^[a,  b)  désigne  une  fonction  homogène,  de  degré  s  en  a,  b 
et  symétrique  par  rapport  a  ces  lettres. 

i"  npair.  —  Si  u.  est  racine  de  l  équation  de  degré  — h  i , 


Si  fj.  est  racine  d'une  des  trois  autres  équations,  y  a  l'une  des  formes 
suivantes,  dont  chacune  est  rrlative  à  une  équation 

J  =  ('^'o-'^';)T«-,(>îo''o;)> 

y  —  r,^r,t{r,l  —  'n]  )  T„_^{r,l,r,-). 

2°  n  impair. —  La  quatrième  forme  correspond  à  la  racine  de  l'équation 

du  degré ;  les  trvis  autres  aux  racines  des  trois  autres  équations. 

La  constante  [l  étant  ainsi  choisie,  l'équation  (26),  où  l'on  remplace 
['j.m  ~  i)  par  in,  a  une  solution  particulière  algébrique . 

27.   Appliqués  à  l'exemple  n=ï,  les  calculs  cpie  je   viens  d'indi- 
(pier  donnent  facilement  le  résultat  que  voici  :  réquation 


apoursolutionparticulièrej=  \/t  —^si  l'on  prend;;.  =  —  (r'-h  t"—  2-^ 
La  permutation  des  racines  donne  les  deux  autres  cas;  le  quatrième 

n  existe  pas  a  cause  de =  o. 

Pour  Ai  =  2,  voici  le  résultat  :  l'équation 


a   pour   solution    particulière    y  =  sJ{t  —  oc)[r' —  x),    si    l'on    prend 


.>2 
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y,  ==  i»/2t"—  t  —  t');  \y.\v  pcrimilMlion  on  a  deux  autres  cas;  cnliii,  si 
l'on  prend  2a  =±  \'•y-^  —  J^ol^i»  ""  ■'"•"=*  ^=*  solulioii 


y  =  X  -h  ^ 


-^,±v4/f--4vK 


'Vo 


28.  L'équation  {'iG),  qui,  si  Ton  y  remplace  [om  —  i)  par  2/?.  s'écril 


r  =  «. 


n'est,  en  realité,  |)as  autre  eliose  que  ré([ualion  de  Lame   Que  1  on  y 
fasse 

et  qu'on  |)renne  u  pour  variable  ind('|)ei)(lante,  on  obtiendra  la  Irans- 
forniée 


(lii- 


n  n  -+-  \)k-  SU" M  + 


I  -f-  /.  ■ 


L'J- 


y, 


ou  (Mieore,  si  l'on  (ait 


'l(x' 


I  ,-1  ^  o  1. 


d\y 
du- 


g,,     x  =  pu 
nin  -h  i  )pu—  iJ.]y. 


Les  cas  dont  nous  nous  sommes  occupé  en  dernier  lieu,  ceux  où  n 
est  un  nombre  entier,  sont  précisément  ceux  qu'a  considérés  Lamé. 
La  méthode  employée  ici  est  très  différente  de  celle  qu'a  employée 
Lamé,  et  ne  conduit  pas  moins  à  la  même  conclusion,  relativement  à 
l'existence  de  quatre  équations  distinctes  j)our  l'inconnue  [v. ('  j.  Quant 
au  cas  précédent,  celui  où  m  est  entier,  c'est-à-dire  où  n  est  la  moitié 
d'un  entier  impair,  la  conclusion,  nous  l'avons  vu,  consiste  en  ce  qu'on 


(')  Mémoire  sur  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  {Journal  de  Math.,  i"  sér.,  t.  IV,  p.  i40- 
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peut  déterminer  i>.  comme  racine  d'une  équation  de  degré  [n  4-  r,),  de 
sorte  que  la  solution  générale  de  (26)  soit  algébrique.  Pour  l'équation 
de  Lamé,  celte  conclusion  se  transforme  en  ceci  :  la  solution  générale 

est  le  produit  de  ip'-)  P'T'  ii'i  polynôme  entier,  du  degré  2n,  par 
rapport  à  p--  J'avais  déjà  formulé  cette  conclusion  et  donné  la  trans- 
formée (27)  dans  d'autres  occasions  (').  Antérieurement,  ÏNl.  Brioschi 
avait  fait  connaître  une  première  indication  sur  ce  sujet  (*),  et  conclu 
nettement  plus  tard  (').  M.  Appell  a  traité  aussi  le  cas  n^  !-,[*).  I.es 
géomètres  verront  avec  plaisir,  je  pense,  dans  l'analyse  actuelle,  la 
réunion  de  ces  deux  cas  de  l'écpiation  de  Lamé,  en  apparence  si  diffé- 
rents, et  qui  viennent  coïncider  avec  ce  problème  algébrique  :  0  étant 
une  forme  biqiiadratique  binaire,  trouver  une  autre  forme  y  telle  que  le 
covariant  $on  Vm  —  ^O^,  y,,,  -4-  0, ,  v„o  reproduise  y. 

29.  On  pourrait  vouloir  j)oursuivre  la  série  de  ces  rechercbes,  et 
demander  d'intégrer  une  équation  du  second  ordre  connaissant  le 
produit  de  cinq,  ou  six,  ou  un  nondjre  quelconque  de  solutions.  Les 
formes  de  degré  inipair,  à  partir  du  cinquième  inclusivement,  ont  des 
covariants  linéaires  rationnels.  Donc  en  général,  le  produit  d'un 
nombre  impair  de  solutions  étant  connu,  l'équation  s'intègre  algébri- 
quement et  rationnellement,  ce  qui  constitue  une  différence  essentielle 
avec  le  cas  où  il  s'ae^it  de  trois  solutions  seulement.  Pour  rencontrer 
des  circonstances  différentes,  il  faudra  recourir  aux  formes  binaires  ex- 
ceptionnelles, dont  les  covariants  linéaires  rationnels  sont  identique- 
ment nuls. 

De  même,  pour  les  formes  de  degré  pair,  à  partir  du  sixième  inclu- 
sivement, il  existe  des  covariants  quadratiques  rationnels,  et,  |)ar  suite. 


(•)  Sur  les  invariants  des  équations  différentielles  linéaires  du  quatrième 
ordre  {Acta  matheniatica,  t.  III,  p.  S-g);  et  Mémoire  sur  la  réduction  des 
équations  différentielles  linéaires  auj:  formes  intégrables  {Savants  étrangers, 
t.  XXVIII,  p.  io5). 

(^)  Comptes  rendus,  t.  LXXXVI,  p.  3i5. 

(')  Ibid.,  t.  XGI,  p.  319. 

(*)  Ibid.,  t.  XCII,  p.  1007. 
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(k's  c()\ariaiits  linéaires  ilonl  riiratiomialilé  esl  seulcnionl  diiscHond 
degré.  Par  suite,  en  général,  le  produit  connu  d'un  nond)re  pair  d»- 
solutions  contlnit  à  l'intégration  j)ar  l'extraction  d'une  racine  carrée. 
Les  l'oriiies  binaires  exceptionnelles  dont  les  covariants  quadratiques 
sont  nuls  fourniront  seules  des  exemples  contradictoires. 

Si  l'on  voulait  épuiser  le  sujet  en  suivant  celte  voie,  on  retrouve- 
rait les  fovmcspolycû/riqites  dont  l'inteivention  estdéjà  bien  connue  dans 
la  théorie  des  équations  linéaires  du  second  ordre.  Mais  je  n'ai  j)as 
I  intention  dv  revenir  ici,  et  je  vais  aborder  l'application  de  ma  théorie 
générale  aux  équations  du  troisième  ordre. 


111.  -   ÉQUATIONS  DU  TROISIEME  OllDlli:. 

MlîLTIPLICATKUnS    QUADRATIQUES. 

ÔO.  Laissant  décote,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  les  formes  quadratiques, 
nous  rencontrons  pour  premier  problème,  dans  les  équations  du  troi- 
sième ordre,  celui-ci  :  Intégrer  une  équation  linéaire  cfu  troisième  ordre, 
connaissant,  en  fonction  de  la  variable  indépendante,  i  expression  d'une 
forme  cubique  ternaire  composée  avec  trois  solutions  inconnues. 

Le  principe  de  la  solution  peut  se  résumer  ainsi  :  Calculer  pour 
l'équation  adjointe  Vintégrale  qui  a  pour  source  la  fonction  donnée,  et 
réduire  cette  intégrale,  forme  cubique  ternaire,  à  la  forme  canonique.  Les 
covaîiants  linéaires  canoniques  fournissent  immédiatement  les  solutions 
cherchées. 

dette  solution  est  ainsi  basée  sur  une  des  théories  algébriques  les  plus 
parfaites  que  nous  possédions,  celle  des  formes  cubiques  ternaires.  11 
s'agit  ici  de  la  dégager  explicitement  pour  la  réduire  en  formules  sus- 
ceptibles d'applications  immédiates. 

Au  lieu  des  intégrales  cubiques,  je  considérerai  les  multiplicateurs 
quadratiques  correspondants,  ce  qui  est  plus  simple.  J'ai  indiqué 
f  n"  12)  le  procédé  général  pour  trouver  les  équations  déterminant  lui 
multiplicateur.  Il  est  fondé  sur  la  réduction  des  produits  wV^y'"'' y"^^" . . . , 
où  (V  est  une  fonction  quelconque  de  la  variable  indépendante.  Les 
formules  de  cette  réduction  pour  les  produits  cubiques  ternaires  sont 


Jl 
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les  suivantes  : 

"'J'y  =  -  î  ^'f                   +  î  ((^z  )'' 

^'^y-y   =  -  2  wyy"'  -h  {  w"y'                  -+-  (  ^vy-f  -  {  w'y'  )' , 

"'7T"   =         M^/='  +  3w'jy--|(p'y+((P7-7"-w^y/-- 

<Krj>'+:Wt^"y')'. 

«ayy  =  -  ï  ^^y"  -  ï  ^^'yf            +  ï  {'''yy"  )'» 

^^'yy'y'"  =  —  ^^'yy'"'  + 1  «^y  +  i  ^^^''jj''  +  [^^yyf  —  1  "^r"  - 

-ï^^'yy"')'^ 

^^'yy"y"=  -  \ "'jy- ^^'jt"'         +  \  {^^yy")'- 

Parmi  les  produits  qu'on  aura  à  considérer  ici,  ceux  qui  ne  figurent 
pas  dans  les  six  équations  immédiatement  s'en  déduisent  par  un  chan- 
gement des  accents.  Par  exemple,  pour  réduire  wy'^y'" ,  on  n'a  qu'à 
changer  y  enj'  et,  par  suite,  y'  en  y,  y"  en  y  dans  la  seconde  formule. 

La  forme  linéaire  G(j)  et  le  multiplicateur  quadratique  M  (y)  étant 
représentés  par 

G(7)  =  g,y"' -f-  3^,7"  -f-  '^g,y'  +  g,y, 

M(j)  =py"-  +  qy'^  +  ry-  +  ihyy  +  s/jy  +  imyy\ 

nous  effectuons  le  produit  MG;  nous  réduisons  tous  les  termes  suivant 
les  formules  précédentes,  et  nous  égalons  à  zéro  les  coefficients  des 
termes  irréductibles,  c'est-à-dire  fournis  par  la  première  partie  des 
seconds  membres  de  (3i).  Ceci,  nous  l'avons  vu  (n*'  12),  doit  fournir 
six  équations  différentielles  pour  les  coefficients  de  M.  Voici  ces  équa- 
tions (en  face  et  à  gauche  de  chacune  d'elles,  j'ai  indiqué  la  quantité 
irréductible  dont  on  a  égalé  à  zéro  le  coefficient)  : 


y" 

y'y'"- 
yy"^ 

3 


32)    ( 


y 


yy 


r 


gj  -^ 

2  go  m 


.goP, 


[go^y-^g^à 


.go 


6<r  l 


-  g^P  =  o, 

g.>r-h\{g,7n)-  3g, m-  3gJ 

-  ^{g^hy  -  g,h-^  {{g,q)"  -  {g,q)'  -^  3g,f/  =  o, 
3(^o'-)'-  ^g^r+{gomy'-  ?>{£[, m" 


Ô  I 


+  Çyg.m  -  3{gjy-lig,l-  [gji)'+  g^q  =  „, 
'.gory"-3[g^r)"+3[g.,ry 

—  3g^r  -h  2{g,m)'-  2{g,i)"=o. 
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De  ces  six  équations,  les  quatre  premières  donnent  explicitement  h,  /, 
m,  r  en  fonction  linéaire  cle/>,  q  et  des  dérivées  de  p,  q.  lui  snhstiinant 
dans  les  deux  dernières,  on  aura  (\c\\\  éciuations  linraircs  sinndlanecs 
aux  inconnues  p,  q.  [/élimination  de  q  entre  ces  (krnièrc^s  condui- 
rait à  l'équation  finale  en  /;,  qui  est  du  dixième  ordre  :  c'est  l'équa- 
tion aux  cubes  (nudlipliés  |);ir^;|)  des  solutions  d(>  l'adjointe  ['(vj)  =  o. 
Généralement,  par  le  moyen  des  deux  dernières  équations,  on  pourra 
exprimer  q  en  fonction  linéaire  de  /;  el  de  ses  dérivées.  Sniv.int  l'iiypo- 
tlièse,  on  connaît  />;  donc  par  là  ou  peut  trouver  le  multiplicaleiu' 
(explicitement. 

31.  Nous  savons  cpie  le  cas  d'exception  (>st  celui  où  l'écjuation  en 
j)  est  d'ordre  inférieur  à  lo.  Il  importe  de  reconnaître  comment  le 
calcul  mettra  ce  casen  évidcnc(\  IMais,  pourcehui,  je  vais  faire  d'abord 
une  simj)lification. 

.l'ai  pris  G  sous  la  forme  complète,  afin  d'avoir  immédialement  les 
éléments  les  plus  commodes  pour  les  aj^plications,  où  tout  cbangement 
est  d'babitude  fort  gênant.  Mais,  j^our  une  théorie  générale,  ccX  avan- 
tage disparaît,  et  l'on  n'a  que  l'inconvénient  d'allonger  les  calculs, 
l'our  faire  l'élimination,  je  snpposerai  donc  ^„  =  r ,  ^,^0.  T.a  pre- 
mière hypothèse  est  évidemment  permise,  la  seconde  implique  seule- 
ment un  changement  do  y  en  ay,  ol  étant  une  fonction  convenablement 
choisie.  Ge  changement,  fait  dans  G  el  dans  M,  n'altère  pas  la  pro- 
priété qu'a  le  produit  d'être  une  exacte  dérivée.  On  pouriait  aussi, 
par  un  changement  de  la  variable  indépendante,  supposer  «'^  =  o;  mais 
ce  changement,  sans  simplifier  beaucoup,  présente  plusieurs  inconvé- 
nients, et  je  ne  le  ferai  pas.  Dans  le  résultat  final,  comme  on  verra,  il 
me  sera  facile  de  revenir  à  la  supposition  que  ^0  et  g^  sont  quelcon- 
ques. 

Dans  les  équations  (32),  je  fais  donc  ^0  =  '  1  ê^i  =  o,  je  tire  h,  /,  m,  r 
des  quatre  premières,  et  je  substitue  dans  les  deux  dernières.  J'ordonne 
le  résultat  par  rapport  aux  dérivées  de  ^,  et  je  mets  dans  le  second 
membre  les  termes  qui  contiennent/;  ou  ses  dérivées.  Ges  termes  étant 
inutiles  pour  mon  but,  je  m'abstiens  de  les  reproduire,  et  je  les  désigne 
par  des  majuscules.  Ainsi  A,  B,  G,  D  vont  signifier  des  fonctions  li- 
néaires de/»,/?',/)",  

En  outre,  je  fais  disparaître  g^  en  introduisant  à  sa  place  la  quari- 
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tité  V 


'^72  -^03' 


l.es  équations  qui  résultent  de  ce  calcul  sont  les  suivantes 

(34)  2M<7"+  -jv' q  ^  {2~ g.v  ^v")q  =  F), 

provenant  respectivement  de  la  sixième  et  de  la  cinquième  équation. 

52,  Ici  déjà  s'offre  un  premier  cas  particulier,  celui  où  v  est  identi- 
quement nul.  On  le  voit,  en  ce  cas,  l'équation  finale  en  /?  se  réduit  à 
B  =  o,  qui  est  seulement  du  septième  ordre,  et  q  ne  peut  être  trouvé, 
en  fonction  de  p,  que  par  l'équation  (33),  du  troisième  ordre.  Ce  der- 
nier fait  est  la  conséquence  du  précédent.  Trois  relations  cubiques 
homogènes,  à  coefficients  constants,  linéairement  distinctes  entre  elles, 
ont  lieu  entre  les  yj.  Donc,  de  toute  nécessité,  il  existe  enlre  ces  quan- 
tités une  relation  quadratique  homogène,  à  coefficients  constants.  C'est 
bien,  en  effet,  là  ce  que  signifie  l'égalité  v  ^=  o,  et  c  est  cet  invariant 
qui,  pour  la  première  fois,  a  été  signalé  par  M.  Laguerre  (').  L'équa- 
tion (33),  d'où  dépend  q,  coïncide  avec  les  proposées  G(j)  =  o, 
T[ri)  =  o  (qui,  en  ce  cas,  coïncident  entre  elles),  sauf  le  second 
membie  A.  Il  y  a  donc  lieu  de  revenir  à  la  proposée,  qui  se  ramène  à 
l'équation  du  second  ordre 

Z"  -hj^gnZ  =  o. 

En  effet,  on  prouve  aisément  que  les  solutions  yj  sont  les  produits  de 
deux  solutions  z  entre  elles.  Le  problème  proposé,  en  ce  cas  particu- 
lier, consiste  donc  à  intégrer  cette  équation  du  second  ordre,  quand 
on  connaît  le  produit  de  six  solutions,  et  nous  n'avons  plus  à  nous  en 
occuper. 

55.  Supposant  désormais  v  différent  de  zéro,  nous  pouvons,  par 

(')   Comptes  rendus,  t.  LXXXVIII,  p.  ii6  et  224. 

Journ.  (le  Math.  (4"  série),  tome  I.  —  Fasc.  I,  i885.  o 
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deux  dérivations,  rédiiiiv  le  syslème  (33),  {3f\)  à  ne  contenir  que  q  cl 
q'.  Dans  ce  calcul  s'introduit  une  nouvelle  combinaison  ^  : 

(^  =  -i-  g-.A'^  H-  yr'-  —  (nv", 

qui  est  un  invariant  fondamental,  fournissant  avec  v  tous  les  autres 
invariants.  Voici  le  résultat  de  ce  calcul  : 

(3M       )  Ush'-  ^^'S'-  ^^'')7' 


Le  second  cas  particulier  s'offre  maintenant:  c'est  celui  où  le  détermi- 
nant des  coefficients  de  q  et  q'  est  nul.  En  introduisant  les  deux  inva 

riants  ?>,  et  B 

;^,  =3r(V-  8?^r',      0    ^  -i^?)',  -  3^,  ?5', 

on  trouve  ce  dcternunant  sous  la  forme 

(36)  i}  =  ']0  -  '^^v'5,-  ^^V'-H  -f^^ï-iGJ'V 

\  '  /  O  '  I  itit  l'    \      I        '  / 


11  v  faut  observer  que  (j^''^~  i6rîM  est  divisible  par  ç^,  en  sorte  que 

12  est  une  fonction  entière  des  coefficients  g^,  ga  et  de  leurs  drrivées. 
L'égalité  £2  =  o  exprime  qu'entre  les  n  il  existe  une  relation  cubique, 
liomogène,  à  coefficients  constants.  Si  elle  a  lieu,  q  se  trouve  donné 
par  une  seule  des  équations  (35),  à  volonté,  et  le  multiplicateur  se 
trouvera  par  le  moyen  d'une  quadrature.  Dans  le  cas  opposé,  les  équa- 
tions (35)  simultanées  donnent  explicitement  q,  et  le  multiplicateur 
sera  trouvé  sans  quadrature.  Arrêlons-nous  un  instant  sur  l'équation 
Q.  =  o.  Elle  présente  cette  circonstance  qu'exprimant  une  propriété  de 
r(yi)  =  o,  elle  contient  les  coefficients  de  l'adjointe  0(j)  =  o.  Mais  la 
théorie  des  invariants,  à  laquelle  je  renvoie  ('),  nous  enseigne  que  les 


(')  Voir  mon  Mémoire  sur   la  Réduction  des  équations  différentielles,  déjà 
cité,  chap.  III. 
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invariants  â,  t^,  $,,  Ô  sont  communs  aux  deux  équations,  sauf  change- 
ment de  signe  pour  les  trois  derniers  seulement.  Il  n'y  a  donc  qu'à 
effectuer  ce  changement  ici.  De  phis,  j'ai  annoncé  que,  le  calcul  fait, 
je  rétablirais  les  coefficients  go,  g^ .  Effectivement,  renvoyant  le  lecteur 
à  la  même  théorie,  j'énonce  le  résultat  suivant  : 

Ayant  posé 


à  =   'I-JV 


O  0 


I  "  on  exprime  que  trois  solutions  y  de  G  [y)  =  o  sont  liées  par  une  rela- 
tion cubique,  homogène,  à  coefficients  constants,  au  moyen  de  la  relation 

^  2  '        loo  f  \4    '  y 

2"  par  la  relation  (36)  £}  ^  o,  on  exprime  que  la  même  propriété  a  lieu 
pour  l'équation  adjointe  r(r;)  :=  o. 

Quand  on  emploie,  comme  je  l'ai  fait  déjà,  la  notion  de  courbe 
attachée  à  Véquation,  c'est-à-dire  lieu  du  point  dont  les  coordonnées 
homogènes  dans  le  plan  sont  trois  solutions  y,  alors  ii,  ==  o  exprime 
que  cette  courbe  est  du  troisième  degré,  ù=i  o  exprime  qu'elle  est  de 
troi>ième  classe.  Ce  sont,  à  un  autre  point  de  vue,  les  équations  diffé- 
rentielles des  courbes,  soit  du  troisième  degré,  soit  de  la  troisième 
classe,  de  même  que  v  =  o  est  l'équation  différentielle  des  coniques. 

54.  Revenons  au  multiplicateur  M,  qui  peut  maintenant  être  «nvi- 
sagé  comme  étant  connu,  sa  source  p  étant  donnée. 

D'après  le  théorème  II  (n"  9),  un  invariant  de  u^ g^M.,  du  degré  /// 
par  rapport  aux  coefficients  est  de  la  forme  u'"^ g^p',  où  //  est  le  pre- 
mier coefficient  d'un  multiplicateur  M'  du  degré  [m  —  i).  Comme  Al 
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est  quadratique,  \c  seul  iiivari.mt  est  le  tliscriniiiKinl,  c\  l'on  a  ni  -^  ). 
Donc  le  discriminant  de  //'i,'o'^l  <'-^'^  le  premier  eoejjieienl  de  //''ijoIM',  M' 
étant  un  autre  multiplicateur  quadratique.  Il  serait  inutiK>  de  elierelier 
un  nouveau  multiplicateur  par  le  moyen  du  discriminant  de  m''^„1M'; 
car  toute  forme  du  faisceau  ii^ gf^{Y.'M  -|->.M')  a  pour  discriminant  une 
fonction  appartenant  au  faisceau  //■'£,>„(//>  -f-  >^//)  ;  //  est,  par  conséquent, 
la  source  d'un  multiplicateur  appartenant  au  faisceau  xM-l-XM'.  En 
effet,  F  étant  l'intéiîjrale  cubique  qui  correspond  à  M,  le  hessien  de 
u'^V  a  la  forme  u'^V,  où  V  est  une  nouvelle  intégrale  cnl)i(pi(v  (l'est  la 
conséquence  du  théorème  1  (n"  8).  Il  suffit  dejet(M"  les  yeux  sur  le  hes- 
sien d'une  forme  cubique  pour  reconnaître  que  M'  est  le  njultiplicateur 
correspondant  à  F'.  La  proposition  résulte  alors  de  ce  fait  connu  que, 
dans  le  faisceau  compose  d'une  /orme  cubique  ternaire  et  de  sa  hessienne, 
chaque/orme  a  pour  hessienne  une  forme  du  faisceau. 

('/est  précisément  sur  cette  propriété  qu'est  fondée  la  réduction  des 
formes  cubiques  ternaires.  On  cherche,  dans  le  faisceau,  une  forme  qui 
coïncide  avec  sa  hessienne;  elle  est  décomposable  en  facteurs  linéaires, 
qui  sont  les  covariants  linéaires  de  la  forme  canonique.  C'ette  recherche 
pourra  se  faire  sur  les  nudtij)licateurs;  on  cherchera,  dans  le  faisceau 
u'^go[y.'M  -+-  IM'),  une  forme  dont  le  discriminant  soit  u^ g^^[y.p-\-  !/>'), 
et  la  solution  s'ensuivra.  Nous  voyons  toutefois  cette  solution  tomber 
en  défaut  si  ce  multiplicateur  cherché  est  justement  M.  Traitons  d'abord 
ce  cas  particulier,  qui  exigera  des  quadratures. 


PRODUIT    DE    TROIS    SOLUTIONS. 


55.  On  sera  averti  qu'on  est  en  présence  de  ce  cas  particulier  si  l'on 
sait  d'avance  que  la  fonction  donnée  est  le  produit  de  trois  solutions. 
Si,  au  contraire,  on  connaît  l'expression  d'une  forme  cubique  com- 
posée avec  trois  solutions,  sans  savoir  que  cette  forme  est  le  produit  de 
trois  facteurs  linéaires,  on  s'en  apercevra  par  cette  circonstance  que  le 
discriminant  de  m'^^M  reproduira  u^ gaP  (^  un  facteur  constant  près). 
Notons  que  la  même  circonstance  se  présente  encore  dans  le  cas  que 
caractérise  l'équation  il  =  o,  si  /?  n'est  pas  nul.  En  effet,  en  ce  cas,  il 
existe  nn  multiplicateur  à  source  zéro,  par  suite  une  infinité  de  multi- 
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plicateiirs  ayant  une  même  source.  Mais  le  calcul  du  multiplicateur, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut,  fait  nécessairement  reconnaître  ce  cas, 
lorsqu'il  a  lieu,  et  nous  n'avons  pas  à  insister  sur  ce  point. 

La  méthode  à  suivre  est  analogue  à  celle  du  n°  15.  L'intégrale  F 
étant  le  produit  de  trois  intégrales  linéaires  B,  il  suffit  de  considérer, 
dans  F,  les  termes  enj"  et  y'  ;  soit  doue 

F  —  a,,/"''  -+-  '■''«I  j"'j'  +  'ia^yy'-  -h  «3/'''  -f- 

on  considérera  l'équation 

a^z^  -h  3a, s-  +  3«2^  -+-  «3  =  <> 
pour  en  conclure  la  solution 

.,  —   _!_  pS^'i-r 

et     li^ 

Les  coefficients  a^,  a,,  a^  sont  connus  immédiatement  par  le  multipli- 
cateur; quant  à  aj,  il  se  conclut  aisément  de  la  partie  qui,  dans  les 
formules  (3i),  est  composée  de  dérivées  exactes.  Le  multiplicateur 
étant 

M  =  py^  +  2  hy'y"  +  «/y'^  + . . . , 

on  a,  en  définitive, 

'^o  =  Tigi^P^     a,  =  {gji,      a.,  =  \g^q, 
^h=ï[^g2h-^?>g,q  -  {g,q)'  -  ig^m\. 


APPLICATION. 


5(>.  Voici  un  exemple  numérique  :  Intégrer  l'équation 


où  k  est  une  constante,  sachant  qu  une  forme  cubique,  composée  avec  trois 
solutions  ri,  a  pour  expression  Jc^  ^ j- 


()2 
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On  a 


/  3 


Le  discriminant  pqr-{-  '?.hlm  —  p/tr  —  ql'^  —  rh'^  se  réduil  à 


-t(*'-^>' 


tirconslance  qui  avertit  de  ce  fait  :  lajorme  cubique  est  le  produit  de 
trois  solutions.  L'équation  en  z  est  la  suivante  : 


-^rk■']z'-^^,-J 


OU,  sous  une  autre  forme, 

Il  en  résulte,  w  étant  une  racine  cubique  de  l'unité. 


.  — A^// 


:t  (  1  —  w-  A"*  X-  )  (t.r 


—  ukx  -h  logi  ojX" 


J^es  trois  racines  cubiques  w  donnent  les  trois  solutions,  dont  le 
produit  est  égal  à  /(-^  h ^  ('  )  • 


(')  Cet  exemple  est  emprunté  à  mon  Mémoire  sur  la  réduction  des  équations 
différentielles  (p.  i8o);  la  même  méthode  peut  s'appliquer  à  l'équation 

où  n  est  un  entier  premier  avec  3  ;  il  y  a  trois  solutions  dont  le  produit  est  ra- 
onnel. 
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Forme  cubique  ternaire, 

57.  Traitons  maintenant  le  cas  général  du  problème.  J'admets  comme 
bien  connue  la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires,  et  je  rappelle 
d'abord  les  formules  dont  je  vais  faire  usage. 

J'emploie  les  mêmes  notations  et,  pour  les  invariants  et  covariants, 
les  mêmes  facteurs  numériques  que  l'on  trouve  dans  Clebsch  [Vorle- 
sungen  ûber  Géométrie,  bearb.  und  herausgegeben  von  Lindemann, 
p.  5G2  etsuiv.).  Je  mets  seulement  les  indices  o,  i,  2  aux  indéterminées 
au  lieu  de  i,  2,  3,  pour  rappeler  que  ces  indéterminées  sont  ici 

Xq  =  y,      cT ,  =  v' ,      0-0  =  y". 

La  forme  cubique  est  désignée  par/,  ses  invariants  du  quatrième  et 
du  sixième  degré  par  S  et  T  respectivement,  sa  hessienne  par  A,  l'ex- 
pression numérique  de  A  est  le  déterminant  des  dérivées  secondes  de/, 
divisé  par  36.  Il  y  a,  en  outre,  à  considérer  un  covariant  cp,  dont  l'ex- 
pression est  la  suivante  :  le  produit  —  2.  3'  «p  est  égal  an  déterminant 
des  dérivées  secondes  de  y,  bordé  par  les  dérivées  premières  de  A.  Enfin 
un  autre  covariant  (J>  intervient,  à  savoir 

et  ce  dernier  est  un  combinant  pour  le  faisceau  (/,  A). 

Avec  les  invariants  S,  T  est  composée  une  forme  binaire,  biquadra- 
tique  et  équianliarnionique  aux  indéterminées  y.,!,  que  je  désigne  par 
U  {y.,1),  et  qui  dans  Clebsch  est  désignée  par  la  lettre  G  : 

U  (■/.,  1)  =  x^  -  S  /.-  À-  -  l  T yX'  —  -^  S^  A^ . 

Voici,  par  le  moyen  de  ces  éléments,  les  résultats  que  j'ai  à  rappeler  : 
1°  La  hessienne  A^x  de  la  forme  y./-\-  X  A  est  égale  à 

(37)  ^.  =  l(^^-§/ 

2''  Si  ■/.'.!  est  racine  de  U  ==  o,  la  forme  y./ -h  X  A  est  décomposable 
en  fiicteurs  linéaires  Xq,  X,,  Xj,  qui  sont  des  covariants  irrationnels. 
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)"  I.cs  fonctions  symétriques  de  ces  fîicteurs  sont  exprimées  ainsi 


x;;-^x;4-x;:= 


r 


:>,       y.'-  /  /. 


8)     1 


;w) 


x!x!x! 


•<       X- 


./+:A 


xJx;  +  x;x^HX!x;-;,(x;;-f-x;4-xJ 


I  „  i' 


(3-  'S^ 

V  •>       x^ 


lA 


58.  Soit  maintcnantF une  intégrale  cubique  de  (i  [y).  Nous  prenons, 
pour  la  forme/,  d'après  le  théorème  1,  n"  8,/=/^^'.  Le  multiplica- 
teur quadratique  correspondant  est  M  ;  nous  prenons  la  forme  cpia- 
dratiquc  X  =  u^ go  ÎM.  ^l  "ous  avons 


A  =  f. 


Nous  faisons  ensuite  A  =  m' F' et  F' est  une  nouvelle  intégrale  cubique; 
le  multiplicateur  correspondant  étant  désigné  par  M',  nous  considérons 

la  forme  quadratique  A'=  u^go^^'  =  "i—' 

Soient/?  et// les  coefficients  dey-  dans  M  etM'  respectivement.  Les 
coefficients  correspondants  dans  A  et  A'  sont 


n.,.>  =  u'goP  = 


^>>=  "  oo/^  = 


De  là  résulte  que  a'.^^  est  égal  au  déterminant  des  dérivées  secondes 
de  A,  divisé  par  12,  ce  qui  peut  encore  s'exprimer  ainsi.  Posant 


I    Ô'-A 

I    (Pf 

9.    â.zl 

—  ■>.  ôx\ 

I  (Py 

I  rPA 

■2    à.rl 

2  dx\ 

A   =  2  ŒjjXiXj 
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et  employant  les  lettres  a.  pour  les  coefficients  de  la  forme  adjointe, 
savoir 


on  aura 


lla,ja,j. 


Pour  obtenir  le  coefficient  de  ^^'^  =  xl  dans  lecovarianto^,  on  n'a  qu'à 
remplacer,  dans  le  déterminant  qui  représente  ce  covariant,  /j)ar  -~- 

et  A  par  -  -^  •  Il  en  résulte,  pour  ce  coefficient,  l'expression 

où  les  lettres  a'  représentent  les  coefficients  de  la  forme  A' 

A'  =  1  àjjXiJC'j. 

D'après  la  théorie  générale,  nousanrons  à  prendre,  dans  les  co\ariants 
X,  les  coefficients  dey  =  x.^.  Il  nous  f^uidra  donc  remplacer,  dans  les 
formules, yet  A  par  ^<^22'  i*^'.-.  et  <?  \^^^^  '^  coefficient  que  nous  venons 
de  considérer.  A  cause  de  l'homogénéité,  nous  pouvons  multiplier  les 
deux  premiers  par  3,  le  second  par  Y .  Ainsi 

/      j  (     «22    =    «'(fo/^ 

ii  /  seront  remplaces  respectivement  par  '     --  o»/   ' 

?    I  If,  -«/;•«',  2  «y2- 

Il  reste  à  exprimer  les  deux  invariants  S,  T  par  les  coefficients  de  A 
et  A'.  Pour  y  parvenir,  on  n'aura  qu'à  calculer  le  discriminant  de 
•/.A  -h  lA';  il  s'exprime  par  a'.,.,  et  «22  comme  A,,)  j)ar  A  e\ /,  au  moven 
(le  la  relation  (37).  On  connaîtra  ainsi  la  forme  U  (>'.,^)  ot  le  problème 
sera  résolu. 

r>î).  Je  vais  introduire  une  modification  (jni  simplifie  les  calculs  dans 
les  applications  et  rend,  en  outre,  les  formules  symétriques.  Au  lien 
de  prendre  la  forme  A',  j'en  considère  une  autre  quelconque  A,,  du 

Journ.  de  Math.  (4°  siirie),  Tome  I.  —  Fasc.  I,   i88J.  \) 
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faisceau  îcA  4-XA',  et  Ton  coiiroit  (jiie  l'on  puisse  parfois  en  apcire- 
voir  immédialenionl  une  (pii  soil  pins  sini|)le. 

Soient  ainsi  deux  loiines  conjuguées  A  et  A,;  posons 

A  =  ^ciijXjXj,      A,  =  2à  OjjXiXj^ 

Les  lettres  ^j  désignent  h^s  coelïlcients  de  la  lorine  adjointe  de  A,, 
comme  a  précédenmient  pour  A. 

Soit  D/,  le  discriminan',  calculé  comme  1)  et  1),,  j)onr  la  (orme 
/A  -4-  /,  A,.  Ce  discriminant  est  luie  fonction  comprise  dans  le  faisceau 
/P-+-/,  P,.  Il  est  d'ailleurs  composé  linéairement  avec  D,  C,  (i,,  D,. 
Donc  C  et  C,,  comme  DetD,,  sont  comprises  dans  le  même  faisceau. 
Désignant  par  a,  (jj,  <r,  ^  et  les  mêmes  lettres  affectées  de  l'intiice  i  des 
coefficients  constants,  j'aurai  donc 

D  =  aV  -^  iA\,       D,    =  (7,P,+  co,P, 

;c  =  Tep-+-  t]\,    le  =w,V,+  t,V. 

La  forme  A',  considérée  tout  à  l'heure,  apj)artient  au  faisceau 
(A,  A,  ).  Nous  avons  donc 

xP  + aD  =  /P+  /,P,, 
d'où  résulte 

/  =  •/  -h  aX,     /,  =  wX. 

Par  cette  substitution  IJ  (x,!)  se  change  en  une  forme  V(/,  /,),  et, 
d'après  {'i']),  nous  aurons 

D'ailleurs  nous  avons  aussi 

D,,,  =  /»D  -f-  i'I,  C  +  //;(:,  +  /;d,. 
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Il  suffit  maintenant  d'identifier  ces  deux  formes  de  1)^  poin-  trouver 
entre  les  coefficients  ci-dessus  les  relations 

a-\-t  =  0,       C7,  +  /|  —  O,       (T  +  w^,  =  o. 

Nous  aurons  donc  définitivement 

D  =  c;P+wP,,       D,=      (7,P,-Fo),P, 
iC  =wP-cV,,      ^C,  =_,rI^  -  o-,P. 

En  outre,  la  forme  V  étant  équiaidiarmonique,  ilv  aura  encore  entre 
les  coefficients  la  relation 

et  cette  forme  elle-même  sera 

Y(/,/,)  =  r^yp  -  f^ai^i,  -  Cnx'i-/-  4-  -i^//;-  «./;. 

La  comparaison  des  formes  U,  Y  donne  aisément   les   expressions 

de  S,  T. 

^S  =  3(a^  -h  wîv),     |T  :=  ■10'^  -+-  '5o)iVG  —  a ^  ou-. 

En  désignant  par  k  une  constante  arbitraire,  et  faisant  z  =■  kug^^rt, 
nous  aurons,  au  moyen  des  formules  (38),  les  expressions  des  fonc- 
tions symétriques  composées  avec  les  quantités  z.  Ecrivons  d'abord 
la  seconde 

33j3_isf^ 
Choisissant  k  par  la  condition 

1      '/}  V  2      y.^ 


la  formule  se  réduit  à 

(39)  ^oS,^,-/P  +  /,P., 
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OÙ  /:  /,  ost  raciiio  do  V(/,/,  )  =o.  La  priMuicrc  fornnilc  pourra  s'ccriro 
(le  même 

(4o)  zl  +  z'^-^zl  =  mV-^m,\\, 

(>t  les  coeffieieiUs  constants  m,ffi,  sont  à  calculer.  La  subsliliilion  di- 
recte donne  immédiatement,  à  cause  de  l'expression  de  S, 

Par  symétrie,  il  en  résulte  une  (ornuile  analoi^ue  pour  m^  :  il  n'y  a 
cpi'à  échanger  /,  /,  :  co,  co,;  g,  g,  et  changer  le  signe  tle  w.  Mais  ce  résul- 
tat est  insuKisant,  <  ar  l  une  seuiemeni  des  deux  racines  cubiques 
de  m^,  m]  peut  être  arbitrairement  choisie  :  l'autre  doit  s'en  déduire. 
Pour  lever  cette  difficullé,  il  suffit  d(^  calculer  le  rajiport  jh-.tu^,  d'a- 
près (38). 

On  trouve  ainsi,  par  suljslitulion  directe, 

/?/,  .i  /,  (  a/,  —  (o/) 

En  même  temps  a  lieu  la  formule  symétricpie 

/»!     f'^l  'î  4  <^,  /,  /  -I-  3  (V /^ 

fU  2  /(ai  /  —  tOi  /,  ) 

La  concordance  de  ces  deux  formules  se  vérifie  aisément,  en  vertu 
de  V  =  o,  et  il  sera  plus  simple  de  les  remplacer  par  l'égalité  symé- 
trique 

ffl-    (  (T,  / Wl  A  )  A 

qui  suffit  à  fixer  les  rapports  des  racines  cubiques  de  m^  et  m].  Dans 
la  suite  du  calcul  j'introduirai  encore  une  constante  ^j.  qui  est  exprimée 
symétriquement  ainsi  : 


F'  = 


r  /,  —  oj  /  ffj  /  —  Wj  /, 


/.  m  ':  l/n"^ 


^'"■1 
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Remarquons  aussi  que  la  constante  k  donne  lieu  à  Tégalité 


k  m, 


Il  en  résulte  que  la  troisième  équation  (38)  nous  donne,  en  dési- 
2;nant  par  ij;  le  coefficient  à  retenir  dans  le  covariant  '^  : 

„3„3      1       „3„3      ,      „3_3  l/„3      ,       ^3      .       „3\2  '       T 

z.„z,  +  ^,  2.  +  -2^0  —  r2  ( -0  +  ^.  +  -22)  =Z^J- 

Il  reste  à  trouver  l'expression  explicite  de  'h.  D'après  tout  ce  qui 
précède,  nous  avons  d'abord 

I    ^  =  —  j    fi\   OLij  à-.^  àj.,  —  ^  (  2'73  4-  3  W  (V(7  —  'T,  W^  )  P"'^ 

(40      !  \ 

+  |('7-+wi^)(gP  +  «P,)P. 

La  forme  A',  à  laquelle  appartiennent  les  coefficients  a\  est  égale 
à  (7  A  H-  to  A , .  Il  en  résulte  d'abord 

=  i.o'^loLijbi.bj.,  -f-f(7(aP    +2a)P,)(GP  +coP,). 
D'autre  part,  on  vérifie  sans  peine  l'égalité 

l(/.ijbi.,bj.,=  b.,.,la,jbij  —  («ooP,,  —  2aoi  i^oi  +  «. . /^oo)- 

La  quantité 

Q  =  «oo/3m  —  2^0,^0,  -t-a,,/3oo 

va  subsister  dans  la  formule  définitive.  En  substituant  dans  (40  ^t 
faisant  toutes  les  réductions  dont  on  peut  abréger  le  calcul  par  raison 
de  symétrie,  on  trouve 
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Donc  enfin  nous  avons  pour  dcriiiôro  (orniulc 

IjCS  égalités  (39),  (/jo)  ^t  (4-)  (létcrminrnl  trois  ([uanliU's  z  (|ui  sont 
respectivement  égales  à  trois  quantités  uii\/r.,  cl  le  j)rol)léme  est  com- 
plètement achevé. 

Pour  fornuilerle  plus  simplrment  possil)i(^le  résultat  acquis,  faisons 
les  observations  suivantes  : 

i"  Si  nous  prenons  les  disciiininanls  cl  les  uivai'iauts  C  sans  les 
coefficients  numériques  qui  se  sont  introduits  ici.  en  écrivant  comme 
il  est  (l'usage 

D  =  ;,  ^  a,j  7.ij ,     C  =  :i  ^j.ij  h,j ,     . . . , 

il  faudra  mettre  -ijcr,  |co,  ...  à  la  place  de  1,(0.  Ce  changement  ne  mo- 
difie en  rien  /, /, ,  m,  m,.  Il  faut  S(Milcn)cnt  remj)lacer  [j.  par  ij;/. 

2"  Si,  au  lieu  d'opérer  sur  A  cL  \,,  on  opère  sur  pA  etpA,(p  étant 
nue  fonction  quelconque),  D,  C  sont  remplacés  par  p'I),  p''  C,  .  . .  et  Q 
j)ar  p'Q.  On  pourra  conserver  les  formules  précédentes  eu  changeant 
seulement  Q,  si  l'on  change  en  même  temps  les  (piantités  z.  .le  létai  un 

tel  changement  dans  l'énoncé  en  prenant  p  =  —5—'  de    façon    (pie    le 

calcnl  porte    sur   les    mulliplicateurs    (uix-mémes.    A'oici   le    résultat 
final. 

iO.  PROBLÈMii.  —    I/ilégrer  l'équation 

r  (r,  )  =  7o  r/"  -h  37,  r,"-4-  3  7,  r/  ^  7,  r,  =  o, 

sachant  qu  une  forme  cubique  ternaire,  composée  avec  trois  solutions  r,, 
et  à  coefficients  constants,  a  pour  expression  o{x). 

Solution.  —  On  prendra  la  fonction  adjointe  (i(y)e/,  par  les  for- 
mules ['59.),  on  calculera  un  multiplicateur  }^\  du  second  degré  pour  Cy  [y), 
avec  '\fl'^  [x)  pour  coefficient  dey"'-.  Soit  M  ce  multiplicateur 

M  =  la,jy^'^fj\     a,,  =  37;9(.r)  ==  P. 
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Ce  muUiplicaleur  a  un  conjugué  JV!, 

jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

Si  Von  désigne  par  a,  /3  les  coefficients  des  formes  adjointes  à  M,  M, 

et  qu'on  prenne  les  invariants 

D  =  i  2  «0-  «,7 ,     C  =  l  b,j  Uij,     C ,  =  2  a,j  /3,y ,     D ,  =  ;^  2  b^j  [i  ^j , 

on  aura  entre  ces  quantités  les  i^elations  suivantes  où  a,  w,  w,  . . .  dési- 
gnent des  constantes 

aD  =   ctP  +  ojP,,       aD,  =      a,P,4-to,P, 
iaC=(pP—  gP,,     laC,  =— t^P,  —  -TiP. 

La  quantité  a  sera  égale  à  —  e'^-J  f-  '^  et  les  coej/icients  constants  satis- 
feront  à  la  relation 

(43)  wo),  —  ^aOf  =  3w^. 

On  obtiendra  donc  le  conjugué  M,  en  calculant  le  discriminant  D  deM, 
et  prenant  pour  source  P,  une  fonction  arbitraire  du  faisceau  (aD,  P). 
On  calculera,  en  outre,  la  fonction 

Q  =  «oo/^M  —  2ao,/3o,  +  an/5oo- 

On  prendra  une  racine  1:1,  de  l'équation,  à  coefficients  constants, 

oil'  —  ^iPlf  —  6wl^ l]-\-  \g,11]—  to,/]  =  o, 

et  deux  autres  constantes  m,  m,  déterminées  par  les  relations  concor- 


7» 
(la  ut  es 
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m  ^^  bl     —-r, — 5 ^ ? — 1 r^     ' 

///-  (a,  /  —  (.),/,)/ 


m  j  (cj/j  —  w  /)  /| 

e/  e/////?  ///<c  dernière  constante  [j. 

cj/,  —  co/  a,  /  ^ —  (o,  /, 


.'A 


/,  A«^  //«- 


En  fonction  de  ces  diverses  quantités,  on  aura  trois  solutions  r,  de  V è- 
quation  proposée,  an  moyen  des  racines  de  T équation  algébrique 


iW 


Al'PLICATlOIV. 

41.  La  solution  qui  vient  d'être  exposée  n'est  pas  en  défaut  dans  le 
eas  où  tf{x)  est  identiquement  nul.  C'est  à  ee  cas  particulier  que  se 
rapporte  l'application  numérique  suivante  : 

Intégrer  r  équation 

I        '"     ,       U    I  /      //      ,       'il///  I       I  /// 

OÙ  -l  désigne  un  polynôme  du  troisième  degré 

sachant  qu  il  existe  entre  trois  solutions  r,  une  relation  homogène  du  troi- 
sième degré,  à  coefficients  constants. 
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L'adjointe  est  ici 

G  (y)  -  '^y  +  f  ^' j"  -^Wf-^  Vy- 

On  pourra  aisément,  par  les  équations  (32),  vérifier  le  multiplicateur 
ayant  les  coefficients  suivants  : 

M  =  'ly*  -h  ;  'h" y-  —  A'i/j/'  —  2  'i' v/. 

Le  discriminant  de  M  est  —  4-1'^  5   ^^  quantité  a  est  égale  à  y  Les 

multiplicateurs  conjugués  ont  donc,  pour  coefficient  de  j"",  la  quan- 
tité 'V. 

Voici  les  coefficients  de  l'un  de  ces  multiplicateurs  : 


A  =  f^J.',     /  =  -À^f. 


2=*.3^  2».  3"^ 


On  peut  abréger   les  calculs  en   écrivant  les  deux  multiplicateurs 
ainsi  : 

M  -  iy -  + 1  f  '  j-  -  4  (  ^y  +  ^  f  y  )  7, 

M,  =  3(^yH-ify)=-^Hy^-i-^(Ç  -  :l^)y 

-f-My"  +  'Ay)Vy+^yy- 


En  faisant  alors 


I  4-' ,/ 


on  n'altère  pas  les  formes  qu'il  faut  calculer,  et  l'on  opère   sur  des 

Juurii.  de  M.ith.  (4"  série),  Tome  I,  —  Fasc,  I,  i883.  '  t) 
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rooffiri(Mits  plus  simples  : 


18   '       "'  "~  2^33 
Parmi  les  coefficients  jS,  quatre  seulement  sont  nécessaires  : 

P"  =  ^3^{^  -  ^'^'^"')'      ^0=  -  ^V  f  ^"' 

D,    =   «22*22  +   Û!2I«2I    -I-   ^20  «20  '—  "     V|% 

=  ^(3%y^2-^^;-^;j^:,), 

C  =  a,y6,y  =  o, 

On  a,  d'aillem's, 

a  =  |,     P  =  o,     P,  =  3•i;^ 
Il  en  résulte 

et,  d'après  (43), 
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Si  l'on  fait  /,  =  12,  /—  •J^J  4-  'l^,  l'équation  Vf/,  /,  )  =r  o  se  change 
en  celle-ci  : 

dont  la  forme  est  remarquable;   son  premier  membre  a  pour  dérivée 
On  trouve  ensuite 


Changeant  y,'  en  m^r,^,  et  divisant  tous  les  termes  de  (44)  p^i'  V^  i' 
reste 

Trois  solutions  Ti  sont  données  par  l'équation  (4^),  où  t  est  une  racine 
quelconque  de  (4^)- 

Le  dernier  terme  de  (46)  peut  s  écrire  encore  dune  autre  ma- 
nière : 

c'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  par  l'égalité 


Digression  sur   une  équation   du   troisième  ordre. 

42.  Je  vais  entreprendre  maintenant  un  calcul  dont  le  but  est  tic 
vérifier  cette  solution,  puis  de  faire  connaître  les  propriétés  d'une 
classe  d'équations  à  laquelle  appartient  celle  que  je  viens  d'intégrer. 

Pour  abréger  l'écriture,  je  mettrai  partout  dans  ce  qui  suit  : 

.1  ^  ;i  „  :i  _ 


^6  ^'    -"       MM  PHI.N. 

J'envisago  ces  trois  (juaiUités  :;  (létenniné(>.s  par  {\6),  en  sorte  (|iit\ 
posant 


I)  *^^  I 


oS,  —  :;„  4-  :;,  H-  ^j,      .»b2  —  -o  *'  i  ^~  ^  i  *':.•  "•"  -^'^  "01      '^.i 
on  ait  j)oui"  clolinition  des  z 

(48  )  S,  =  2,      S,  -  -^„—  -h  I  ,      S,  -  8  -      -^„-— , 

où  l  est  une  raeine  île  (/())• 

Ta  première  partie  du  calcul  suixant  a  pour  but  d'expriniei"  ^^(^j  en 
fonction  des  :;.  A  cet  effet,  je  calcule  d'abord  les  deux  quantités 

{^;-W^,)     et     {3^,àr^.-2'h^-^l'h,). 

T.es  expressions  de  S;,  et  S,  me  donnent,  sous  forme  homogène. 


('.9)  fy(o  =  ^-<^'(s;-s.). 

Observons  maintenant  que  l'écpiation  [\')]  peut  s'écrire 

comme  on  peut  le  vérifier  sans  calcul,  grâce  à  cette  propriété  que  les 
premiers  membres  possèdent,  de  reproduire  i];(i)  par  une  dérivation. 
D'après  (5o),  on  peut  Lransformer  (49)  en  cette  autre  : 

Prenant  les  expressions  (49)  et  (5i)de  V'^i^)  et  de  y-'\i{t)  pour  les 
substituer  dans  l'identité 

(52)    3^"'mt)-^'Y"{t)  -  3Y{t)Y{i)'y'=  2KV{'i^l-h,  4-  :i'h]-3'l,'l,y,), 

nous  trouvons  ce  résultat 

■^    ^  yuy  —  ^3  "+"  a'^â^i  ~~  s'^i- 
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D'autre  part,  suivant  (47)  et  (48),  nous  avons  aussi 

5    o^'V\-'Wyl  _c3         oc 

I /expression  de  So  nous  donne  Yi^)  <^1"''  sous  forme  homogène, 
sera 

(53)  i"(^)  =  i5i^,y'(,). 
L'identité 

donne  '^[x],  et  enfin   l'identité  (j2),  où  l'on  mettra  x  au  lieu  de  /, 
donnera  ^(^).  Son  expression,  rendue  homogène,  prend  la  forme 

'\[x)  -  Çr^ (4SJ  -  3SJS;  --  4S,SÎ  -  6S.S,S,  +  Sj;); 

la  parenthèse  contient  le  discriminant  de  [z^  —  38,:;-+  'iS.^z  — Sj): 
par  suite, 

(54)  -K^)  -  -  "§§  [(^0  -  ^.)(^<  -  ^%)  (-%  -  ^o)J^ 

Remarquons,  en  passant,  que  cette  expression  simple  du  discrimi- 
nant conduit,  pour  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  (4^>)» 
suivant  la  méthode  usitée,  à  un  résultat  peu  compliqué  que  voici  : 


=  2  +  A  4-B, 


où  les  deux  racines  cubiques  doivent  être  extraites  de  manière  que 
A  +  B  reste  fini  pour  x  infini. 
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15.   Kn  tlifféreutianl  los  équ.ilions  (48),  mous  avons 


il     ^   ^        'J! 


;  o. 


^0  'il 


3-^n 


■^2  'i'o^-H"]'i 


—   -+-—=  O. 


.0  'a  'il 


Le  déterminant  de  ces  équations   aux  iiu-onnues  —  ost    la    racine 
caircc  H  du  discriminant 


(.1.)      H  =L.„-c,)(c.,-s,)(s,-^„)^2.3 

connue  on  vient  de  le  trouver.  Les  inconnues  s'expriment  ainsi 


•^.«  li   ^o^-H«}'i 


'  I        -  2  y  ' 


les  autres  formules  se  tléduisent  par  permutation  circulaire  sur  les  in- 
dices o,   1,2. 

Soit  Y  uno  fonction  quelconque  de  r,  ;  sa  dérivée  |)ar  ra|)j)ort  à  .v 
sera  donnée  par  l'égidité 

(5(i)    Ry'=^^^l\\r,,{z,  -  .,)  +  Yrr„{z,-  z,)  +  Y,;,{z,^-z,)\, 

Y    -  f^        \      -'^1        Y    -   ^^"^ 
"""(^^u'  '~^)^,'  '"(>>',/ 

En  prenant  deux  fois  de  suite  la  dérivée  de  la  même  manière,  on  ob- 
tient une  égalité  de  cette  fornuî 


RrR(RYT]=(^-^yU 


où  î. contient  seulement  les  lettres  r,,  z  et  les  dérivées  partielles  de  Y; 
son  expression  sera  écrite  plus  loin.  Si  maintenant  on  tient  compte 

de  (55)  qui  donne,  à  un  facteur  constant  près,  'i'(^)^  pour  R,  on  a 
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facilement,  au  lieu  de  la  dernière  égalité, 


79 


6  Y'"  4- f '}'¥"+  ^VY'  = 


2^3« 


■b{x)       . 


L. 


En  vertu  de  (53)  et  (56),  nous  avons  semblablement  une  égalité  de 
la  forme 


et,  d'après  (5.5), 


De  là  résulte 


f'Y=i 


M 


R. 


/  ,j;Y"'-4-  ;}f  Y"4-  (i  +  a)f  Y'+  /3<L"'Y 

(-^7)     1       ^_  ![_  (iii+ii) 
9L         J>(^) 


L-i8aM  -  2\3'.i3RY 


La  quantité  L  provient  de  l'opération 

.   d      ,         ,  ,    d 


•/lo' 


'^^^0 


drii 


-h'n.^{z^~  z,)~ 


dr,. 


répétée  trois  fois  de  suite.  Elle  se  compose  de  trois  |)arties  suivant 
l'ordre  des  dérivées  partielles  qui  y  figurent.  Dénotant  ces  dérivées 
par  des  indices  et  écrivant  seulement  le  type  de  cliaque  sorte  de  terme, 
nous  aurons 

L  ==L3-i-  La  4-  L,, 

+  3Yooi^oTni  (-^1  — -^2)"(*2 — -^o)  f  H- 6  autres  termes 

+  3Yo,iT)oTj2  ( -j  —  ■32)('^2 — ^0)"  l  par  peniiutalioii  dos  indices, 

H-  DIoi2'lQo'1l''l2(^l  -^2)(-^2 •^o)(^0 -^l)     / 

i  3\oo'1o(-l— -2)[G'l— ^2)^-1-3(25,2,— 5i^0— S2*o)]    j 

L2=      —  3Y,2T,i-r,2[(co— 5i)(5i  — i;2)(-2— *o)  [  +  ^aiilres  lermes, 

\  +  O  (^i  Z2)  (o  Sq  *0-^l  ^1  *'2 -"2  -^o)]    j 

Li=  Yoï]o[(5i  — -32)^-  9(3i—  Zi){zl  —  2Z(,Zi—  2ZoZi)]  -+-  2  autres  termes. 


L,= 


So  (..-II.     IIALPIIFN. 

La  quantité  M  est  siinplomonl 

M  r^Yoro(=,--o)[io(r.,^,+  ^2=0+  -0-1^  -  "-ï  -  -î  -  -:J  ■+  --i  tenues. 

Kntiii  Jl  ost  déjà  connu.  On  vc  rifiera  sans  peine,  en  formant  le  eoefli- 
eient  <ie  "N  „,  l'identité 

L,  H-  M  4-  8R(Y„r,oH-  Y,r,,  -+-  Y.,r,^)  =  O, 

d'après  laquelle  la  parenthèse  du  second  membre  de  (.")7)  pourra  s'écrinî 

L3  H-  U  -  (i8a  -h  i)M  -  8(81^ Y  +  Y„r,o  -+-  Y.r,,  -t-  Y.,r,,)H. 

Si  l'on  suj)pose  Y  =  ToY,,, -h  c,r/,  H- c^r.o,  où  les  c  sont  des  eonslanles 
arbitraires,  et,  en  outre,  «  ==  —  ^,  /3  =  —  ^y,  cette  quantité  sera  nulle. 
Quant  au  premier  membre  de  (  >7),  il  devient 

^Y-+|fY"+ifY-^f'Y; 

c'est  précisément  celui  de  l'équation  différentielle  dont  nous  étions 
partis  d'abord.  Tm  solution  de  cette  équation  est  ainsi  vérifiée. 

44.  Je  vais  maintenant  envisager  une  équation  plus  générale.   .Te 
ferai 

«  =  -78'     /^  = ^^3^ ' 

et  le  premier  membre  de  (57)  prendra  la  forme 


^.l'A-"    ,     '  /,        '^''\\"^-'        /<(/<  + 3)(4/t  — 3) 

9/^  2^3'• 


G(  Y  1  =  ■i>Y"'^-  --y  Y"  ^-[x--  \Y\'  -  "^"-""7V'"~ '-  'J^"'Y. 

^      '         '  2  '  -xX  a      ~  22..^* 


Supposant,  en  outre,  que  Y  soit  une  fonction  homogène  en  r,,,,  r,,,  r,.,, 
et  du  degré  (4'«  —  3),  j'aurai,  à  cause  de  cette  homogénéité, 


G(Y 


9  L         '\'{-^) 

-i-  2[n—i){n-^ 4)R ( YoY, 0  +  Y , r, ,  -+- Y^ y, . 
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L'équation  aux  dérivées  partielles,  obtenue  ici  comme  transformée  de 
G  =  o,  peut  revêtir  des  formes  diverses  à  cause  de  l'homogénéité  attri- 
buée à  Y.  Pour  reconnaître  l'identité  de  deux  formes,  d'apparence 
différente,  le  plus  simple  est  de  les  ramener  toutes  deux  à  ne  contenir 
que  des  dérivées  du  troisième  ordre  par  le  moyen  des  égalités 

(4  /i  —  5  ) ( 4 71  -  4 ) Y,-  =  Y^oml  -^  2 Y, ,,r, ,  r,  + . . . . 

(  4  /i  —  5  )  Y,y  =  \\,jr, 0  -+-... . 

l.e  premier  membre  étant  écrit  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes  sym- 
boliques 

U  =  [2A,'^,Y,-j(''-h  !  21V^,Y,-]'''  +-  {n  -  i)lCrr,i\',, 

4(4/'-5)U=[2P,-r.,Y,](^ 
on  aura 

(-^^)    Poo.  =  4(4'ï-  5)Aoo,-f-  3(B„o-4-2Bo,)  +  -;(2Co4-C,), 

I  Pc. =  4(4/^-  5)Ao,.-+-f(Bo,  +  B,2-l-B2o)  +  l(Co  +  C,-f-C,), 

Mettons,  pour  les  coefficients  A,  B,  C,  ceux  de  la  forme  ci-dessus,  en 
observant  que  les  derniers  peuvent  s'écrire  ainsi 

Co=  {n  +  i)7o+  2(n  -h  4)R, 

où  Y„  est  le  coefficient  de  Yq-^o  clans  IM.  Prenons  maintenant  les  nou- 
veaux coefficients  suivants  : 

A'      —  A       ^  5  _i_  >, 

A  '       —  A        -i_  :[^  j-  _L  ^To+Ti 
-^001  —  -^001  "^  8         i6        3        ' 

A'       —  A  .     ?  _i.  J_  To+Ti  +  Tî  . 

Boo=  *^oo-+-  Y^  "^  76 '^'" 


l6  2 


('o-O. 


Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  I.  —  Fasc.  I,  iP85  '  ' 


82  G  .-H.     HALPHIIV. 

En  mettant  cos  coclVuMonts  A',  B',  (.'  dans  (:)8),  au  liou  (1(^  A,  W,  C,  on 
trouve  les  niènu  s  (juantilés  P.  Nous  avons  donc,  pour  transformée  de 
G(Y)  —  o,  cette  équation  (écrite  symboliquement) 

(-)9)  [vA;.r.,Y,J'"-4-[:^lV-^,V,]'^)=o, 

dans  les  coefficients  de  laquelle  la  constante  n  a  disparu. 

Voici  quels  sont  les  coefïicients,  en  mettant,  |)Our  ahn'ger, 

S=  ro(G,3,  +  Z,:;,  4-  z.,z^)  -  [z'^-i-  z]  -+-5'); 
.,        _  .  _  .3       H        _S  ,^         ^  . 

A'      —  ( "   —  "  \-( "  _-^_i_^^_i_   ^   "ilmllIllK 
^00.  —  V-i        -2'   1*2—  ^-oj^  y  H-  7^  ^ ' 

A  '      ^  "  R  ; 

Boo=  3(2.--:!  )'^-9(-.- 22)('-^s,G,-c,c„- c;^:;^)  4- V  1^  +  1-0^(5,-52), 
l>,n  ^=         ^y-0         ■"!  jv-^^â         ■*^o5|         ^o^j         ^»  ^2)  +  sl^  —  a-î'^l^o  ~  -''1  )• 

Il  faut  avoir  soin  d'observer  que  les  autres  coefficients  se  déduisent  des 
précédents  par  permutation  circulaire  des  indices,  en  sorte  f[ue 
l'écliange  de  deux  indices  produit  un  changement  des  signes.  Ainsi, 
en  échangeant  les  indices  o,  1,  on  change  A„,j  en  —  A,,,,,,  IV^,  en 
-R;,,,  etc. 

45.  L'équation  (jq)  jouit  de  la  propriété  suivante  :  elle  admet  pour 
solutions  une  infinité  de  polynômes  entiers  par  rapport  aux  variables  •/;. 

Soit  n  un  entier  quelconque,  positif  et  premier  avec  3  :  il  existe  trois  de 
ces  polynômes,  ayant  pour  degré  /[n  —  3.  Si  n  est  multiple  de  >,  plus  i , 
ces  trois  polynômes  ont  les  formes 

r,oF(2u,  s,,  S2),      •/i,F(s,,  s.,  Zo),      lOaFfSj» -0' ^i)' 
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OU  F  est  un  polynôme  entier  du  degré  - — ^ ,  symétrique  par  rapport 

aux  deux  dernières  lettres.  Si  n  est  multiple  de  3,  plus  2,  les  formes  sont 

^11^(^0'  ^1»  ^2)1  •  •   '  où  Y  est  du  degré — r — ^  et  jouit  de  lamëme  symétrie . 

Par  conséquent,  Véquation 

(60)     J.Y"'+  ^^'Y"+  -^f.  -  ^y^Y'-  ^^^^^^^UAZLI1^.|'"Y=-.  o, 

oà  J;  est  un  polynôme  du  troisième  degré,  et  n  un  entier,  premier  avec  3, 
est  intégrable  algébriquement  (on  va  voir  dans  un  instant  que  n  peut 
être  négatif). 

Celte  proposition  me  semble  difficile  à  établir  sur  l'équation  (Go)  elle- 
même.  Je  l'ai  démontrée  dans  mon  Mémoire  sur  la  réduction  des  équations 
différentielles  (')  à  propos  de  l'équation  qui  se  déduit  de  (60),  quand 

y^  dx 
-=•  I>a  théorie  des 
\^ 
fonctions  elliptiques  fournit,  ])our  cet  objet,  des  procédés  très  faciles. 

Mais  la  proposition  admise,  on  a,  par  l'équation  (69),  un  moyen  assez 

simple  de  déterminer  le  polynôme  F  dans  chaque  cas  particulier.  Il 

suffit,  en  effet,  en  substituant  l'intégrale  à  coefficients  indéterminés,  de 

prendre  un  petit  nombre  de  termes  pour  déterminer  les  coefficients.  De 

plus,  si  l'on  substitue  vioF  ou  yi^F,  suivant  le  cas,  dans  le  premier 

membre  de  (Sg),  le  résultat  contient  le  facteur 

i^'oC^i  -  -S2)     ou     y\l[z^  —  ^2), 

et,  ce  facteur  supprimé,  il  reste  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  z 
seulement,  symétrique  en  z, ,  Sj-  J^i  vérifié  de  cette  manière  et  par  un 
calcul  très  rapide,  pour  le  cas  n  =  2,  la  solution 

Y  =  'nl{zo—  5z,  —  5so), 

trouvée  autrement  dans  le  Mémoire  cité  ;  j'ai  calculé  encore  cette  autre, 

(')  Page  291. 
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pour  n  —  /| , 


Y 


r, 


^-^■\z^z,  +  z. 


i.> 


j --«(:; +  --;)  +  ■■21=.=,--=  + 


7  (=,  +  == y] 


46.  L'équation  (i)  se  change  en  son  adjointe  quand  on  cliange // 
en  —  n\  si  l'on  appelle  Y,  Z  deux  solutions  de  (lo),  on  aura  uik^  solu- 
tion -T  de  l'adjoinle  ainsi 

:T  =  f=(YZ'-ZY'). 

Si  maintenant  on  tient  compte  de  ce  que  Y  diffère  de  11  sculemeiiL 
par  un  facteur  constant,  et  que  l'on  fasse  usage  de  la  formule  (  ")C)),  on 
reconnaîtra  l'exactitude  de  l'énoncé  suivant  : 

L'équation  (Sg)  admet  encore  une  infinité  de  solutions  rationnelles, 
d'une  seconde  forme,  comme  il  suit  :  soient  Z,  T  deux  des  polynômes,  de 
la  première  forme,  et  du  même  degré  f\n  —  3,  o/i  en  déduira  la  solution 


\  = 


Celte  équation  Y  est  aussi  une  solution  de  l'équation  ((io)  quand  on  y 
a  changé  n  en  —  n,  et  que  Von  considère  les  y)  comme  exprimés  en  x par  le 
moyen  des  relations  (4^).  On  peut  alors  supprimer  le  dénominateur  de 
Y,  qui  est  une  constante. 

D'après  la  forme  de  la  solution  ainsi  trouvée  pour  l'équation  diffé- 
rentielle (6o),  dans  laquelle  n  est  entier,  positif  ou  négatif,  et  premier 
avec  3,  il  est  manifeste  que  le  produit  des  trois  solutions  particulières 
envisagées  est  fonction  entière  de  x.  Ainsi  cette  équation  a  toujours  des 
multiplicateurs  quadratiques  à  coefficients  entiers. 


CONCLUSION. 


Si  l'on  voulait  poursuivre  la  série  naturelle  de  ces  recherches,  soit 
sur  les  équations  du  troisième  ordre,  soit  sur  les  équations  d'ordre  su- 
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périeur,  on  rencontrerait  la  circonstance  déjà  signalée  pour  les  équa- 
tions du  second  ordre  au  n°  29  de  ce  Mémoire.  Les  formes  ternaires, 
au-dessus  du  troisième  degré,  admettent,  suivant  la  parité  de  leiu- 
degré,  des  covariants  rationnels,  soit  linéaires,  soit  quadratiques,  et  les 
formes  quaternaires  présentent  la  même  circonstance  pour  le  troisième 
degré  inclusivement.  C'est  donc  seulement  par  la  théorie  des  Ibrmes 
singulières  que  l'on  pourra  trouver  de  nouveaux  exemples  d'équations 
différentielles  intégrables  algébriquement  et  cependant  irréductibles. 
Ainsi,  malgré  l'apparente  étendue  du  sujet  proposé  en  tête  du  présent 
Mémoire,  une  fois  les  formes  quadratiques  exclues,  si  l'on  met  de  côté 
aussi  les  formes  singulières,  dont  les  covariants  linéaires  ou  quadrati- 
ques sont  identiquement  nuls,  on  n'a  pas  d'autres  cas  à  traiter  que 
ceux  mêmes  dont  l'étude  vient  d'être  faite.  Quant  au  problème  con- 
cernant les  formes  quadratiques,  j'ai  l'intention  de  le  traiter  dans  un 
autre  Mémoire. 
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Sur  les  fonctions  hyperahéliennes  ; 
Par  m.  Emile  PICARD. 


Dans  des  études  précédentes  {^Acla  mathematica,  t.  I,  Il  et  IV),  j'ai 
déjà  indiqué  une  première  généralisation  des  fonctions  abéliennes  de 
deux  variables  indépendantes  :  ce  sont  les  fonctions  hypeifuchsiennes. 
A  ces  fonctions  des  deux  variables  x  et  y  est  attaché  un  groupe  discon- 
tinu de  substitutions  de  la  forme 

■Mi.c  +  P,  v+R,     M,.zH-P2.)  +K.  \ 
'^'  •^'    M^.r  +  P3  y  +  R3  '    M3.X-  +  Pn  J  +  R3  / 

La  généralisation  peut  se  poursuivre  dans  une  autre  direction,  et 
j'ai  été  amené  à  étudier  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables 
indépendantes  x  et  y,  qui  ne  changent  pas  quand  ou  effectue  sur  ces 
variables  un  groupe  de  substitutions  de  la  forme 

/    ,  /  ax  ^h     a'  y  +  h' 

^  \        "  ^   c  X -\- d     c  y  +  a 

Clomme  on  le  voit,  x  ei  y  se  trouvent  remplacés  respectivement  par 
des  fonctions  de  x  et  y  seulement,  mais  ces  substitutions  doivent  se 
faire  simultanément.  Dans  le  cas  où  les  deux  substitutions 

^-^  [^'    cx  +  d)      ^^      P'   c'y  +  d' 


^1)  i:.    iMCvui). 

relalives  ïvs|>0(li\(MiUMil  à  .v  vl  à  >',  loiinciil  <los  i;r()nj)cs  disconliniis, 
les  foiu  lions  do  a-  v\  y,  invariabUvs  par  les  siibslilulions  du  groupe  (i), 
se  ramènent  aux  fonctions  fuelisienncs  de  1\I.  Poineare,  mais  il  n'en  est 
plus  ainsi  si  les  groupes  (2\  pris  sép,arément,  sont  eonlinus,  leur  en- 
s«Mnl)le,  représenté  par  les  substitutions  (i),  étant  loiilelois,  bien  en- 
tendu, discontinu  par  i-apporl  à  un  syslenuMl(>  valeurs  de  a?  et  v. 

D'une  manière  plus  générale,  nous  allons    a\<)ir  à  considérer   des 
groupes  dont  les  substitutions  sont  de  l'une  et  l'autre  forme 


-r,  y, 

a  .r  -\-  b 
eu-  -h  d' 

a'r-^-b' 
c'y  4-  d' 

•3?,  y. 

T.»-  -t-  ° 

7'.r+  8' 

Quand  un  tel  groupe  sera  discontinu  pour  un  c(Mtaiu  domaine  de 
\aleurs  de  .r  et  v,  nous  dirons  que  c'est  \\\\  groupe  hyperahélien. 

('.'est  l'examen  d'un  cas  partieuli'  r,  concernant  la  tliéoric  des  fonc- 
tions abéliennes  du  second  genre  cpii  m'a  donné  le  premier  exemple 
d'un  groupe  bvperabélien  ;  j'indique  dans  le  ([uatrième  Chapitre  ce 
cas  particulier,  dont  je  con)pte  faire  ulléri(  uicment  une  élude  plus 
complète. 

l.e  premier  Chapitre  est  consacré  à  une  classe  étendue  d(î  groupes 
hvperabéliens,  qui  se  présente  dans  l'étude  arithmétique  des  (ormes 
quadratiques  quaternaires  réelles  à  coefficients  entiers,  quand  elles 
sont  réductibles  au  type 


a'  —  «:. 


Je  montre  qu'à  chacune  de  ces  formes  correspond  un  groupe  hy- 
pcrabélien,  dont  on  peut  trouver  les  substitutions  fondamentales. 

I.e  Chapitre  11  est  consacré  à  des  considérations  générales  sur  les 
groupes  hyperabéliens,  particulièrement  quand  toutes  leurs  substitu- 
tions sont  de  la  forme  (i).  La  loi  de  génération  de  ces  groupes  peut 
s'obtenir  par  une  méthode  analogue  à  celle  dont  M.  Poincjiré  a  fait 
usage  dans  ses  célèbres  recherches  sur  les  groupes  fuchsiens.  L'étude 
du  domaine  fondamental  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situa- 
tion termine  ces  généralités. 

Dans  la  troisième  Partie,  je  m'occupe  des  fonctions  hyperabéliennes 
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relatives  à  un  groupe  donné.  Cette  étude  difficile,  dont  je  ne  fais  que 
Iraccr  ici  les  premières  lignes,  est  étroitement  liée  à  l'importante 
notion  du  genre  dans  la  théorie  des  surfaces  algébri(|ues. 

en  A  PITRE  1. 

1 .  Considérons  une  forme  quadratique  quaternaire  indéfinie  dont 
les  coefficients  soient  des  nombres  entiers  réels,  et  dont  le  discrimi- 
nant soit  différent  de  zéro;  elle  sera  réductible  à  l'un  ou  l'antre  des 
types 

±  [al  -H  iq  -f-  al  —  wj  ), 

ir^  +  ir,  —  ul  —  Mj, 

où  les  u  sont  des  fonctions  linéaires  réelles  des  quatre  indéter- 
minées j?,,  X.,,  x^  et  X,,.  Nous  laissons  de  côté  les  formes  du  premier 
type  et  nous  poserons 

/[Xi,  x.^,  x^,  Xj^)  ^=  lr^  +  u',  —  ul— ul^f 

/*/  '  \  2  *2  2  2 

T  [OC  ^  ^  OC  2  y  oc  g  y  OC  /^  j  • —  Cl  I  oc .  ~\~  Cl  2  oc .,  H —  ci^  oc ,.  ~T~  Cl  '^  oc , 

-h  ih.y^ x^x.^  -h  •ih.^.^x^x.^  -^  -ib^ .,x^x.^, 

les  a  et  les  h  étant  des  entiers. 

Conformément  à  la  méthode  générale  de  M.  Hermite  [Journal  de 
d'elle,  t.  47),  nous  devons  associer  à  la  foriney*une  forme  définie  con- 
venable renfermant  un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires. 

Nous  avons  d'abord  à  envisager  la  substitution  la  plus  générale 

I   U,  =  M,z^,  -f-  F,  i/o 

I  U2  =  M2M|  +P2«2 
j  U3  =  M3M,-+-P3«2 
I     U4  =  M,?/,   4-   P,W2 

transformant  en  elle-même 

u\  -\-  ul  —  u\  —  u\, 

Journ.  de  Math,  ('i"  série),  Tome  I.  —  Fasc.  I,   i885.  '  - 


Q, 

«3 

■+- 

B. 

^^4. 

Q2 

"3 

+ 

R2 

w, , 

Qa 

U-i 

4- 

R3 

M',, 

Q'. 

U, 

-f- 

R. 

7^., 

On  oblieiil  ainsi  iiii  syslèiiu' de  dix  rclalions  ciilro  l('s(lM,  l\  Q,  10. 
De  cos  dix  rolalions,  j'en  écrirai  seuleiiieiil  trois,  (pii  seules  nous  ser- 
\  iront  dans  la  suite;  ce  sont 

(a)  ;  M;+i';       ();-  }\]^    -  I, 

Ceci  posé,  associons  à  la  (orme  indélinie  /  la  (orme  dédnic 

o  =  U;-+-II5  +  1];;4-  l  :, 

où  les  U  représentent  les  expressions  (i). 
Nous  pouvons  écrire 

o=  U^-f-Uj-  VI-.  IJ;+  2lJ^+  -llï-, 
ou 

O  =  ir^  -+-  ul—   U'I  —   ir  -+-  2(M:,.?/|  -h  V's.Hi    -t-  Q3":i,+  IVi  "vj' 

et  sous  cette  dernière  forme,  on  voit  cpie  o  ne  dépend  (jue  d(\s  huit  pa- 
ramètres M3,  P3,  Q,,.  l'^a  cl  ^\,,  ]\,,  Q.,,  R4,  liés  |)ar  les  trois  rela- 
tions (2). 

Faisons  encore  la  remai'que  faicile  à  vérifier,  (ju'à  tout  système;  de 
valeurs  de  ces  huit  paramètres,  satisfaisant  aux  écpiations  (2),  corres- 
pondent des  substitut ion,s  (i). 

2.  Entre  les  coefficients  de  la  fornu'yet  ceux  de  la  forme  cp  existent 
diverses  inégalités,  cpi'il  est  utile  d'indiquer.  Les  u  étant  des  ex])rcs- 
sions  linéaires  et  homogènes  en  x,,  x.,,  x^  et  x,,,  '^  estime  forme  qua- 
dratique homogène  en  x^,  x.^,  x.^  et  x^.  Ecrivons-la 

ç)  =  A ,  x'^  -+-  A  2  x'I  -h  A  3  xl  4-  A  .,  x'I 

-h  i}^i^,X2X^  -h  2l)2,,ii-2r.,  +  2B.,  .,.r.,.7-^. 
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Nous  avons  d'aljortl 


9^ 


(.«,)< A,,,   («o)_:a,, 


a. 


< 


A;,,      {a.^)<X.,, 


la  parenthèse  (a)  désignant  la  valeur  absolue  de  a  ;  ces  inégalités  sont 
évidentes,  car  on  a 

©  =  U;  +  Uj  +  U^-f-U;, 

/=u;  +  u:-uj-u;. 

On  a,  d'antre  part, 

«et  Payant  denx  valeurs  différentes  et  comprises,  bien  entendu,  entre 
un  et  quatre  :  c'est  ce  que  l'on  voit  encore  immédiatement  à  l'aide  des 
expressions  précédentes  de  cp  et  y*. 

Enfin,  en  faisant  dans  y  et  o  une  des  variables  égale  à  zéro,  soit  par 
exemple  x,,,,  nous  avons  deux  formes  ternaires;  le  discriminant 


a  une  moindre  valevn^  absolue  que  le  discriminant  correspondant  (né- 
cessairement positif,  puisque  la  forme  o  est  définie  et  positive) 


A,       B,,      B,.. 
B,o     A,       B,, 

B|;t        iJ?a        A3 


Ce  dernier  déterminant  peut,  en  effet,  se  mettre  sons  la  forme  d'une 
somme  de  quatre  carrés,  taudis  que  le  premier  est  égal  à  la  somme  de 
deux  de  ces  carrés  diminuée  de  la  somme  des  deux  antres. 

5.  Nous  dirons  ([u'nne  forme  indéfinie  ye.st  réduite,  si  l'on  peut 
trouver  des  valeurs  des  indéterminées  (M,  P,  Q,  R)  telles  que  pour 
celles-ci  la  forme  définie  correspondante  cp  soit  elle-même  réduite. 

Nous  n'allons  considérer  ici  que  les  formes  indéfinies  /\  telles  que 


f)2  l.     l'ICAIiP. 

l'on  \^c  puisse'  axoir 

pour  los  Naloiiis  (Mil  itM'(\s  des  indctcrmiiiocs  .i", ,  .ij,  .r,  (i  .r^. 

Vue  lorine  (|ual(Miiair('  riant  clonn(''(%  on  pourra  lonjours  rccon- 
iiaitre  s'il  en  (vsl  ainsi  ou  non  :  cotio  quoslion  n'ost  qu'un  cas  paiii- 
culior  (l'une  (pioslion  l)raur()U|)  |)1  us  général (\  Irailôe  par  M.  .lord an 
(jans  son  iinporlanl  Moinoirc  sur  les  lotnics  (piadraliques  [Journal  de 
rÈcole  Polytechnique,  1882').  Indiquons  seulement  un  exemple  pour 
montrer  qu'il  v  a  bien  efreeli\emenl  des  formes/,  pour  lesquelles  on 
ne  peut  satisfaire  à  l'égalilé  pi'écédenle  :  i\\\c  l'on  |>i"enne,  en  elfet, 

/=  a[x]-+-  x'-^  —  h[xl  +  jc]), 

on  voit  de  suite  cpie  si  le  j)roduit  ah  n'est  pas  une  soiunu»  de  deux 
earrés,  la  forme  /ne  peut  pas  représenter  zéro. 

(.es  restrictions  faites  sur  les  formes  indéfinies /([ue  nous  allons  eon- 
sidéi(M',  nous  a\ons  à  indi(]uer  les  conditions  de  réduction  à  adopter 
])Our  la  forme  tléfinie  (p.  Théoriquement,  les  conditions  de  réduction 
dues  à  ]\ni.  Korkine  et  Zololareff  sont  très  convenables  pour  noire 
objet.  Je  rappelle  qu'une  forme  définie  (p  est  réduite,  si  on  peut  la 
mettre  sous  la  forme 


y,,  (a-,  -h  ï,  x^  -h  i.,x.^  4-  i:sX,,Y 

les  £  étant  compris  entre  —  -,  et  -h^,  et  les  y.  satisfaisant  aux  inéga- 
lités 

!^2-^[^M    ;^:.-l:^..    !^»^l!^:.  ; 

le  discriminant  D  de  la  forme  est  d'ailleurs  égal  à  y.,,  [j..^,  fy.3,  y.,,. 

Des  inégalités  précédentes  et  de  ce  que  p.,  coefficient  de  A,  de  x\ 
dans  ip,  est  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue  de  a^  (n*^  2)  et  j)ar  suite  à 
l'unité,  on  conclut  que  les  quatre  quantités  ^  sont  limitées  en  fonction 
du  discriminant  D;  il  en  résulte  immédiatement,  à  l'aide  des  inégalités 
mentionnées  au  n"  2,  que  tous  les  coefficients  de  la  forme  réduite  in- 
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définie  /  sont  aussi  limités  en  fonction  de  D.  Le  nombre  des  réduites 
arithmétiquement  équivalentes  à  la  forme  f  est  donc  fini. 

Pour  faire  pratiquement  le  calcul,  on  pourra  employer  d'autres  con- 
ditions de  réduction,  qui  seront  bien  préférables  :  je  veux  parler  des 
conditions  de  réduction  données  par  M.  Cliarve  [Annales  de  l'Ecole 
Normale,  i  882),  et  qui  résultent  de  l'extension  aux  formes  quaternaires 
de  la  remarquable  méthode  employée  par  ]\I.  Selling  pour  les  formes 
ternaires. 

M.  Charve  introduit  dans  la  forme  définie,  dont  nous  désignons 
pour  un  instant  les  variables  par  oc,  y,  z,  t,  une  cinquième  variable  u, 
en  remplaçant  jr,  y,  z,  t  respectivement  par  x  —  u,  y  —  u,  z  —  u, 
t  —  u\  on  obtient  alors  une  forme  que  l'on  peut  écrire 


I 


a{x  —y)-  +  h[x  —  z)-  -\-  c[x  —  t)'  h-  d[x  —  uf  +  e[y  —  z)- 

+  f{y  -  0'  +  g[y  -  '')'  +  /^z  -  0'  +  k{z-  u)- -+- i{t  -  u) 


et  qui  devient  identique  à  la  forme  proposée  quand  on  Aiit  u  =  o. 

On  montre  d'ailleurs  que  toute  substitution  effectuée  sur  x,y,  z,  t 
revient  à  une  substitution  d'une  forme  convenable  effectuée  sur  x,  y, 
z,  t,  u. 

Considérons  donc  la  forme  (I);  les  conditions  de  réduction  sont  les 
suivantes  : 

i^  Ou  bien  tous  les  coefficients  a,  h,  .  .  .,  k,  l  sont  positifs; 

2"  Ou  bien  a  seul  est  négatif,  et  il  est  inférieur  en  valeur  absolue 
à  b,  c,  d,  e, /,  g\ 

3°  Ou  bien  a  el  h  sont  seuls  négatifs;  de  plus,  a  est  inférieiu-  en 
valeur  absolue  à  b,  c,  d,  e,f,  g;  en  même  temps  h  est  inférieur  en 
valeur  absolue  à  b,  c,  e,  f,  k,  l;  enfin  a  -+-  h  est  inférieur  en  valeiu' 
absolue  à  b,  c,  e,  f 

La  réduite  ainsi  définie  est  unique,  c'est-à-dire  que,  quand  une  forme 
vérifie  l'une  des  conditions  de  réduction,  il  n'existe  aucune  autre 
forme  arithmétiquement  équivalente  satisfaisant  soit  à  cette  condition, 
soit  à  l'une  des  deux  autres.  On  doit  d'ailleurs  considérer  comme 
identiques  les  formes  qu'on  déduit  d'une  forme  donnée  par  la  permu- 
tation des  variables. 

On  remarque  immédiatement  que  les  coefficients  a,  b,  .  .  .,  A\  /sont 


^y^  K.     IMCAUD. 

lies  fondions  linéaires  cl  liomo*;(Muvs  dos  cocffuMcnls  de  la  (orme  |ni- 
niitivo. 

ri.  Nous  avons  ici  jusqu'ici  considère  la  lornie  définie  'p  avec  les  pa- 
ramètres jM,  P,  Q,  R,  qui  peuvent  être  réduits  à  Iniil,  niaisceu\-ci  son! 
liés  par  trois  relations.  On  a 

0  =  m;  +  ni  —  u;  —  u;  -h  2(^1;,//,  -f-  V.ii,  -+-  Q:,'^,  +■  li :,'/•,)' 
H-2(M,f/,  -|-1\//,  H-  (},u,,  +  \i,u,)- 

avec  les  relations 

Mî  -f-  p;  -  QS  -  R=  =  -  . . 
M;  -f-  P;  -  Q;  -  R;  -=  -  I , 

M;,M,  4-  P;,P..  -  Q:,Q,  R:,H,  :=  O. 

Posons  d'abord 

INL,  -+-  iU,  =  IX,     P,  +  /P,  =-  -,     Q:,  +  /Q.  =  X,      IV,  +  '  1^.  =-  ?; 

et  les  relations  précédentes  deviendicMil 

/J--  +  --  —  X-  —  jC/-  =  o, 
p.;/,,  -h  7î-„  —  xx„  —  ppo  =^  —  2, 

,0.,,  désignant  la  conjuguée  de  p.  et  de  même  pour  les  autres  lettres. 
Quant  à  la  forme  9,  nous  pourrons  l'écrire 

'j  =  u]  -h  ni  —  ul—  u:  -f-  2 norme  {[iii,  -h  nu..  4-  x^/,  -+-  pu.,) 

ou  bien  encore 

2©  =  (  -  ay-o  —  7:,To  4-  xx„  -^  T'N  j  f  "";  ^^  "o  —  f^l  —  ">  ) 
H-  4  norme(|Lf.M,  -f-  ::«_,  -l-  xMj  +  p'/-, ). 

Compie  la  forme  (p  n'est  considérée  que  pour  en  faire  la  réduction 
continuelle,  nous  ne  modifierons  rien  en  la  divisant  par  le  facteur  po- 
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sitilx/o,  ^t  nous  airrons,  en  posant 

a  =  -  ^     b  ^  -1     c  :^  '  ■> 

Y.  y.  y. 

(  1  -h  cc^  —  aa^,  —  bh^)  [u\  +  ir,  —  u\  —  u]^  ) 
4-  \  norme ((///,  H-  bu.^  +  //.;  +  en.,). 

Entre  rt,  b  et  c  existera  d'aill^nrs  la  relation 

a'-  -h-  b'-  ==!-[-  c-, 
et  l'on  devra  avoir 

On  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  à  la  relation  a,  b  et  c  en 

posant 

>■  ,   t  >■ 

s  et  71  étant  deux  [)aramètrcs  arbitraires,  et,  après  midtiplicatio))  ])ar 
un  facteur  positif,  il  vient,  pour  la  forme  définie, 

(  1  )       (•/]•-  ■(]  0-)  (  ?o>  -  ?  )  (  lA  +  "'  —  ^^a  —  K) 

-+-  2  norme  [(•/;  -  =)«,  —  (i  H-  ç-/i)f/2  +  "si"//  H-  I)  +  (  •  —  l'^)'^-]- 
Quant  à  la  condition 
elle  d'exient 

(■'î  -  ■'3o)(lo-  ?)>«•• 

Nous  avons  alors  maintenant  à  effectuer  la  réduction  continuelle  de 
la  forme  (I),  renfermant  les  paramètres  complexes  arbitraires  ^  et  r/. 
l'inégalité  ci-dessus  nous  montre  seu-lement  que,  dans  ces  deux  para- 
mètres, les  coefficients  de  y/—  i  doivent  être  du  même  signe.  INous 
supposerons  ces  deux  coefficients  positifs,  car  on  voit  immédiatement 
que  la  forme  (I)  ne  change  pas  quand  on  remplace  respectivement  £ 
et  r\.  par  leuri>  coiTJugués  '%^  et  yj^.  Si  donc  nous  désignons  par  domaine  S 


ql)  i:.    iMCAKi). 

l'iMiM'inhlt'  (les  \;il(Mirs  de  ç  cl  r,  ;i\;n»t  pour  coclViciciil  de  y—  i  une 
quantitt'  j)()silive,  nous  pouvons  cliro  cpio  l'on  a  à  oitcctucr  la  rôduclion 
( ontinuclli"  do  [W  pour  li's  valoui's  do  ë  et  yj  appartenant  au  domaine  S. 

7.  Supj)t)sons  (pie  la  Tonne  indéHnie  /',  eoi  ri\spondanl  à  (p,  soit  lé- 
tluite.  La  forme  o,  cpie  nous  prenons  d'abord  sous  sa  première  expres- 
sion, sera  réduite  pour  (h^s  valeins  ronv(Mial)les  de  Ma,  \\,  Q,,  lij  et 
iM,.P,,Q,,R,. 

D'après  ee  (pie  nous  avons  dit  prèeédeunnenl,  le-,  coelfieients  de  ^-j, 
.ri;,  .x-\  et  a7p  dans  ç,  sont  limités  en  fonction  du  déterminani  de  la 
forme  y.  Or  soi(>nt 

M,  =  «a-,  -I-  fjx.,   -\-  '/.r-jj  -t-  ^.t'i, 

u.,  =  a'  a-,  -H  iS'  a?^  +  y'  cT;,  ^-  (^'  .i-^ , 

M;,  =  a".i",  +  /5"cr2  H-  'fx-i  -h  ^".r^, 

^4  =  cf!"x^  -h  (5"'oC2  H-  7"'>3"3  -+-  à"'.r.^  ; 

ou  \()it  (pi  alors  les  cpiatre  expressions 

(M,a  -+-  P^a'-i-  i^.a"-^  W.a'f,     (Mafi  -f-  l^f^'H-  QaT^''^-  Raf^'")"-', 
(M37  +  PaV'^  Q3'/  +  i^.7"')%     (M30  ^  IV, c?'  4-  q,^"-\-  \\J"'Y 

sont  nécessairement  finies  et,  par  suite,  M3,  P3,  Qj  et  R3;  on  arrive 
nécessairemeLit  à  la  même  conclusion  pour  M^,  P,,,  Q^  et  R^. 

Je  dis,  de  plus,  que,  pour  aucun  système  de  valeurs  convenables, 
on  n'a 

Qa  -  Q,  =  O. 

C'est  ce  que  montrent  les  trois  relations  auxquelhîs  satisfont  les  para- 
mètres; elles  se  réduiraient  en  effet,  dans  celte  liypothèse,  à 

M;;  +  P;;-RJ=-i,    M;+P;-RJ  =  -i,    M3M,  +  P3P,-R3R,=o, 

et  l'on  en  conclurait 

(P,M,  -  ^V,V,)-  +  m;  +  p;  -h  M;  +  P;  ^  I  =  o. 
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Les  trois  quantités  représentées  par  a,  b,  c  [\\°  G)  sont  donc  finies. 
Nous  allons  voir  qu'à  ces  valeurs  de  a,  b,  c  correspondent  des  valeurs 
finies  de  ?  et  73.  Reprenons  les  valeurs 


-   ,  >       b  ^~  —  Y'       c— r 


•I       ■      1 


avec  la  relation 

a-  +  b'  —  I  -+-  6'\ 

A  un  système  de  valeurs  de  a,  b,  c  correspondent  toujours  des  va- 
leurs finies  de  |  et  yj,  sauf  quand  on  a 

b^-^c. 

Or  cette  relation  entraînerait  ;r  =  /5  ou  P3  ;    R3  et  I\  =~  R^  ;  les  rela- 
tions deviendraient 

M;-QJ--i,     ÎM;-Q:  =  -.,     M3M,  -Q3Q.-0, 
ce  qui  donne  immédiatement  l'égalité  impossible 

îm:;  +  m;  +■  i  ^o. 

Je  dis  enfin  que,  dans  ^  et  dans  -ri,  les  coefficients  de  y  -   i  sont  diffé- 
rents de  zéro.  On  a,  en  effet, 

aOa  +  bb^.  —  1  —  ce,,  = —, 

X  étant,  on  se  le  rappelle,  toujours  fini  et  différent  de  zéro.  En  rem- 
plaçant a,  b,  c  par  leurs  valeurs  en  |  et  yj,  on  a 

(T.-r,o)(^,.-^)    ^    _^_ 

Or  Yj  +  ç  n'est  pas  nul,  puisque  a,  b  et  c  sont  finis,  et  la  proposition 
énoncée  est  dès  lors  évidente. 

Les  diverses  remarques  que  nous  venons  de  faire  nous  permettent 
maintenant  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Jottrn.  de  Muth.  (4*  série),  tome  i.  —    Fasc.  I.   |SS5  I  J 
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iJensemble  des  valeurs  de  H  et  n  appartenant  au  domaine  S,  pour  les- 
quelles la  forme 

{■n  —  Yio){^o  —  ^H"!  +  'f]  -  '^l—  if\) 

-h  u norme  [{y}  —  B)u^  —  (i  H-  ^•/3)w2+  (yî  -h  2)//,+  (i  —  ^'n)u;\ 

est  réduite,  forme  à  l  intérieur  de  S  un  domaine  D,  limité  et  n'ayant 
aucun  point  commun  a^ec  la  limite  de  S. 

J.;i  limite  de  S  est  formée  par  les  valeuis  de  ^  et  yj,  pour  lesquelles 
le  coefficient  de  \/—  i  est  nul. 

S.  Arrêtons-nous  lui  instant  sur  la  nature  analytique  des  relations 
qui  définiront  ce  domaine  D,  en  écrivant  cp  sous  la  forme  (u"  i) 

9  =  a(a:,  —  .r.,)-  -+-  h[x,  —  or^)-  -+-  c{ûr^  —  x\Y  -+- dx'-^  +  ^(.ro  —  oc^Y 

Nous  devons  d'abord  chercher  les  expressions  de  a,  b,  c,  ...  en 
fonction  de  2  et  77. 

Or  remarquons  que  tous  les  coefficients  de  la  forme  rp  sont  des  fonc- 
tions de  ^  et  »  qui  ont  la  forme  suivante  : 

ë'^„'\-n-no  +  \Hn  +-'3o)  -^- C]  -h  (?  +  ^o)[A'-/;-^o  + Ji'(>: -^ -/jo)  +  C] 

+  [A"-/3/5„+r>"(-/3-hyî„)  +  C"J, 

où  les  A,  B  et  C  sont  essentiellement  réels. 

Les  divers  coefficients  a,  b,  c,  ...  seront  donc  de  celte  forme  et, 
par  suite,  5  désignant  toujours  une  expression  de  cette  forme,  le 
domaine  D,  correspondant  à  la  réduite/*,  sera  limité  par  des  surfaces 

a  =  o. 

La  nature  des  surfaces  limitant  le  domaine  D  nous  .sera  utile  dans  la 
suite. 

9.  Effectuons  maintenant  la  réduction  continuelle  de  9.  Nous  avons 
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(lit  que  la  forme  9  était  réduile  tant  que  le  point  (ç,  y:)  était  à  l'intérieur 
du  domaine  D.  Lorsque  le  point  (^,  vj)  sort  de  ce  domaine,  il  faut,  sui- 
vant les  circonstances  de  la  variation  de  ce  point,  employer  certaines 
substitutions  pour  réduire  la  forme  de  nouveau,  ce  qui  donne,  en  em- 
ployant la  totalité  des  substitutions  propres  à  réduire  de  nouveau  9, 
certaines  réduites  adjacentes  à  la  réduite  F,  auxquelles  correspondent 
des  domaines  D',  D",  ....  On  continue  ainsi  à  effectuer  la  réduction 
continuelle  de  la  forme  (p  jusqu'à  ce  qu'on  ne  trouve  plus  de  nouvelles 
r.  duites,  ce  qui  arrivera  nécessairement,  puisque  le  nombre  des  ré- 
duites est  limité;  à  chacun  des  domaines  D,  D',  ...  correspondent 
d'ailleurs  toutes  les  réduites  qui  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  la 
permutation  des  variables.  Désignons  par  â  le  domaine  total  formé  par 
les  domaines  D,  D',  D",  ....  Lorsque  le  point  (5,  vj)  sort  du  domaine  ù, 
on  retombe  sur  une  réduite  déjà  obtenue,  à  laquelle  se  trouve  ainsi 
correspondre  im  nouveau  domaine  D. 

Soit  encore,  pour  ne  pas  multiplier  les  notations, 

y^=  u\  -+  ui  —  ni  —  u\ 

cette  réduite.  En  faisant  passer  (2,  yj)  du  domaine  1)  dans  le  domaine  D, , 
on  est  alors  conduit  à  une  su!  stitution  S  à  coefficients  entiers,  trans- 
formanty"en  elle-même.  Aune  telle  substitution  coirespond  manifes- 
tement une  substitution  linéaire  faite  sur  u^,  u.,,  «3  et  iij,,  soit 

{u,,  Uç,,u.^,  u,,,   Am,  -f  Bm^  h-Cw.,  h- Dw,,,    A'i/,  H- B'm^h-C'w.j -4-  D'w. 
A "u ,  +  B"m.  -h  C"w.,  -h  [y'U; ,   \'u ,  -h  B"V/.  H-  C"'«3  H-  I )" // j  ) , 

et  cette  substitution  transforme  en  elle-même  l'expression 

u]  +  ul  —  u'i  —  u'. 
Reprenons  maintenant  la  forme  cp,  en  l'écrivant,  comme  au  n°  6, 
9  =  a'^  H-  II'-,  —  u1  —  il\  +  2  norme(|y,?<,  h-  TiWa  -H  xwj  -f-  i^mJ. 
vSi  l'on  effectue  sur  ^  la  substitution  S,  cette  forme  deviendra 

"1  -+  "iî  —  u'i  —  u\  -h  2  norme(|y.'//,  -f-  tt'Mo  +  x.'«.,  -h  f/wj. 
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cl  lOii  aura 

p,'—  AfjL  -f-  \'7:  -+-  A"x  4   A"'/5, 

;r'=  B/JL    h  Wn    i    IV'x  -t    B">. 

x' =  CjUL -I- C'tt  +C"x  -h(:">. 

/î' =  D|Ji  +  D'7r-f- l)"/-t- Dp, 

ri  coUe  dernière  substitution  transformera  en  elle-même  l'expression 

ij.-  -h  ;:■   -  X"  -    p", 
et.  puisque  l'on  a 

ju."'^  4-  rr  —  X-  —  p-  -  -  o, 
on  aura  pan  illenient 

fj.'-  -\-  n'^  —  x'-  —  p'-  --  o 
et  aussi 

Nous  avons  précédemment  posé  (n"  G) 

fA   Ti^  —^         r    _    ^     I  4-  ^TQ  £   1  —  Eli 

d'où  l'on  peut  tiier 

y.  X  —  tx  X  4-  |x 

%    =    ,        Y)  = 

p  —  ir  p  —  Tt 

Nous  poserons  pareilletnent  ici 

■,,         x'-tx^  ,         x'+p.' 

^   =  77 -7'      ^    ~ 


P'- 


^'  et  Y)'  vont  être  des  fonctions  de  ^  et  y),  que  nous  nous  proposons 
maintenant  de  trouver.  Or  posons,  pour  un  instant, 

X  —  a  =  w , ,      X  4-  {A  r=:  c«)  2 .      p  —  7:  =  w  3 ,      p  -1-  ;r  =  oj  4 , 

on  aura 

w,  Wj  +  Wj  W4  =  o. 
Soient  de  même 

x'  —  L/.'  z=  w, ,      x'  4-  [J-'  =  OJ.,,      p'  —  tt'  =  w^,       p'  -4-  7î'  =  OJ^ 
et 

a>  ^  0) .,  4-  w  3  co ,  =  O  ; 
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les  co'  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  oj,  et  cette  substi- 
tution, dont  les  coefficients  sont  réels,  faite  sur  les  w,  transforme  en 
elle-même  l'expression  &o,w.j+  W3W4. 
On  aura 


OJ., 


W3  tu., 

y/  w'  ,  Oj', 

Ç    =   — T'        IQ    =    -f  • 

On  voit  d'abord  immédiatement  que  ^'  et  ri'  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  B  e\  y]  de  la  forme 

^~    A^r, -f-BT.-t-C$+ D   '     "^  ~     a^yj  +  Byi+C^  +  D    ' 

les  divers  coefficients  étant  réels;  mais  on  peut  aller  plus  loin,  en  em- 
ployant les  considérations  dont  a  fait  usage  M.  Goursat  dans  sa  belle 
étude  sur  les  équations  linéaires  du  quatrième  ordre  ayant  quatre  inté- 
grales liées  par  une  relation  quadratique  [Bulletin  de  la  Société mathé- 
matique,  i883).  On  reconnaît  alors  que  les  expressions  de  ^'  et  n'  en 
fonction  de  |  etv}  sont  de  l'une  ou  l'autre  forme 


(1) 
(II) 


^'= 

a'c^  +  b 

Y]' 

/r,  +  m 

^'  = 

arj  +  p 

1 
Y) 

U  +  [x 

YV)  +  S  ' 

V?   +  TI 

les  coefficients  de  ces  différentes  substitutions  étant  réels. 
On  en  conclut  le  théorème  suivant  qui  est  fondamental  : 

On  passera  du  domaine  D  au  domaine  D,  en  effectuant  sur  (Ë,  ri  )  une 
bstitution  de  la  forme  (I)  ou  de  la  forme  (II). 


su 


En  continuant  d'effectuer  la  réduction  continuelle  de  la  forme  (p,  on 
obtiendra  un  gioupe  G  d'une  infinité  de  substitutions,  telles  que  (I) 
ou  (II);  ce  groupe  sera  discontinu,  car  à  un  système  de  valeurs  de 
(S,  Y))  ne  correspond  qu'une  seule  réduite  arithméliquement  équiva- 
lente à  la  forme  définie  ^  (nous  regardons  toujours  comme  identiques. 
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ainsi  qu'il  a  élc  dil  pins  haut,  I(\s  rédiiilos  qui  ne  diffèront  que  par  la 
permutation  des  variables);  le  j)oint  {B,r,)  ne  peut  done  appartenii' 
qu'à  un  seul  domaine  1). 

Le  domaine  ^  esl  im  domaine/o/jr/rtmc/j/r// de  ee groupe,  e'esl-à-dire 
qu'à  tout  point  (H,'/;)  à  l'intérieur  de  S  correspond  par  une  substitu- 
tion du  groupe  im  point  et  un  seul  à  l'intérieur  de  ^;  c'est  cetpii  résulle 
immédiatement  de  ce  que  5  est  l'ensiMnble  des  domaines  1)  eorrespon- 
(lanL  à  /()i//('s\cs  réduites  distinctes  aritbmétiqu(>nienj  équivalenles  à/. 

Nous  donnerons  \e  nom  de  groupe  hyperabclicn  à  tout  groupe  dis- 
continu de  substitutions  relatives  à  deux  variables  comjilexes  H  et  r,, 
chacune  de  ces  substitutions  étant  de  la  forme  (I)  ou  de  la  forme  (II  ). 

Il  résulte  des  considérations  qui  viennent  d  être  développées  qu'à 
chaque  forme  quadratique  quaternaire  à  coefficients  entiers,  réductible  au 
type 

i''t  -+■  II',  —  u\  —  n\, 

correspond  un  groupe  hyperahèlien . 
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1.  On  vient  de  voir  que  les  formes  quadratiques  intléfinies  condui- 
saient à  une  classe  étendue  de  groupes  hyperabéliens.  On  est  alors  tout 
naturellement  conduit  à  se  demander  si  l'on  peut  faire  la  recherche 
générale  des  groupes  hyperabéliens,  absolument  comme  M.  Poincaré  a 
fait  l'étude  complète  des  ^rou^es  fuchsiens .  C'est  ce  que  je  me  propose 
maintenant  d'examiner,  en  me  bornant  au  cas  où  toutes  les  substitu- 
tions seraient  de  la  forme  (2,  r,,  -^ :  ?  -;^ t,  )• 

Dans  l'exemple  précédent,  on  a  vu  que  le  groupe  avait  un  domaine 
fondamental  limité  par  des  surfaces  que  nous  avons  appelées  ^  et  dont 
l'équation  était  de  la  forme 

;£,,  ;A-CA.n  +  B(r,  -hr,o)+C] 

-+-  f5  4-  ?o)  [A'r.ro  +  B'(r,  +  r,„)  +  C]  +  A"r,r„  +  IV  (r,  -h  r,,,)  -+-  C"  =  o, 

ou  les  A,  I),  C  sont  réels. 
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Nous  allons  considérer  les  groupes  ayant  un  domaine  fondamental 
limité  par  des  surfaces  de  cette  nature,  et,  pour  avoir  des  groupes  ana- 
logues à  ceux  que  nous  venons  d'étudier,  nous  supposons  que  la  limite 
de  ce  domaine  fondamental  n'ait  aucun  point  commun  avec  la  limite 
de  S  (cette  limite  est  formée,  comme  on  se  le  rappelle,  parles  valeurs 
de  I  et  r,  pour  lesquelles  le  coefficient  àe'sj —  i  est  nul).  Le  domaine 
fondamental  est  de  plus  convexe,  c'est-à-dn^e  que  le  domaine  tout  entier 
est  situé  d'un  même  côté  d'une  quelconque  des  faces. 

Les  faces  du  domaine  o  sont  en  nombre  pair  et  se  correspondent 
deux  à  deux  |)ar  une  substitution  fondamentale  du  groupe.  Nous  avons 
à  distinguer  particulièrement  les  arêtes,  c'est-à-dire  les  conlinuum  de 
points,  intersections  de  deux  faces,  puis  les  sommets  par  où  passent  au 
moins  quatre  faces. 

Considérons  une  face  Fq  du  domaine  ^  et  sur  cette  face  une  arête  Ao  ; 
soit  ¥'^  la  face  conjuguée  de  Fo  et  sur  cette  face  A,,  l'arête  correspon- 
dant à  Aq.  L'arêle  A,,  est  l'intersection  de  la  face  F'^,  et  d'une  autre  face 
F„;  opérons  sur  V\  comme  nous  avons  opéré  sur  Fq,  et  continuons 
ainsi.  Nous  obtiendrons  une  suite  d'arêtes  A,,,  A,,  ...,  et  il  est  clair 
que  nous  finirons  par  retomber  sur  l'arête  Ao;  supposons  donc  que 
l'arête  A„  coïncide  avec  l'arête  A^;  il  importe  maintenant  de  nous  ar- 
rêter sur  la  substitution  S  qui  transforme  l'arête  Ao  en  l'arête  A„.  Trois 
cas  vont  pouvoir  se  présenter  : 

i"  Tout  d'abord,  si  cette  substitution  S  se  réduit  à  la  substitution 
unité,  nous  serons  ramené  évidemment  après  les  n  substitutions  indi- 
quées au  domaine  primitif  ^,  et  l'arête  considérée  appartiendra  à  n  do- 
maines congrus  à  c^  et  à  /z  seulement. 

2"  Supposons  maintenant  que  l'arête  A,^  coïncide  encore  avec  l'arête 
k,^,  point  par  point,  mais  cela  de  la  manière  la  plus  générale  qu'il  soit 
possible.  La  substitution  S  devra  être  alors  de  l'une  ou  l'autre  forme 

^    a'r,  +  b' 

et  l'arête  Aq  aura,  par  suite,  une  équation  de  la  forme  2  =  x  dans  le 
premier  cas,  et  r,  =  |3  dans  le  second  cas. 
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Plaçons-nous  ilans  la  j^roniièro  h\  polliôso  pour  fixer  les  idées;  a  cor 
rcspoiulia  au  point  ilouMe  clc  la  subslilution 


Ceci  posé,  considérons  un  point  (E,y))  situé  dans  le  domaine  fonda- 
mental S,  z,  étant  voisin  de  a,  et  vi  étant,  saut'la  condition  précédente, 
arbitraire.  Laissant  ti  fixe,  faisons  décrire  à  E  un  petit  contour  autour 
de  a;  en  décrivant  ce  contour,  on  rencontrera  successivement  diffé- 
rentes rétjions  o,,  Oo,  ...,  f\,  ...  Quand  on  arrivera  ;i  ^„,  l'arête  A„, 
liomologuedans  o„  à  l'arête  Aq  de  5,  coïncidera  avec  Taréte  Ay.  Qu'on 
prenne  alors  une  des  faces  de  S  passant  par  rareté  Aq,  soit 

Fo=  o, 
la  substitution  (S)  transforme  cette  face  ¥^"'  en 

f;;"=o. 

Pour  une  valeur  fixe,  mais  aibilraire,  donnée  à  r,,  les  équations  pré- 
cédentes représentent,  dans  le  plan  de  la  variable  E,  deux  cercles  pas- 
sant par  ^  =  a;  d'après  ce  qui   vient  d'être  dit,  l'angle  de  ces  deux 

cercles  devra  être  une  fraction  aliquote  de  2n,  soit  —  ,  et,  en  répétant 

/j  fois  la  substitution  S,  on  reviendra  au  domaine  primitif  5.  La  substi- 
tution 


aura  pour  multiplicateur 


ne 


3"  Il  peut  arriver  errfin  que  larête  A„  coïncide  avec  l'arête  A,,,  mais 
non  point  par  point.  Reprenons  la  substitution  S 

^  aç,  -\-  b     a'rj  H-  ^' 

c\  +  d     C  r^  +  d' 

Supposons,  comme  dans  le  second  cas,  que  l'arête  Aq  ait  pouréqua- 
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tion  ^  =  a;  en  répétant  un  nombre  convenable  p  de  fois  la  substitu- 
tion S,  on  devra  rentrer  dans  le  second  cas,  et  l'on  eu  conclut,  par- 
conséquent,  que  le  multiplicateur  de  la  substitution 


/      al  +  h 
V-'  c'^  +  d 


est  de  la  forme 


q  étant,  comme/?,  un  entier.  Quant  au  multiplicateur  de  la  substitu- 
tion relative  à  •/;, 


'/;, 


f'r,  +  d' 


il  est  évident  qu'il  sera  une  racine/?"™^  de  l'unité,  et,  en  faisant  décrire 
à  r,  un  contour  infiniment  petit  autour  du  point  double,  pendant  que  ; 

garde  la  valeur  a,  on  démontre  de  suite  que  cette  racine  est  e  ''  . 

2.  Nous  venons  de  trouver  un  certain  nombre  de  conditions  néces- 
saires pour  que  le  groupe  soit  discontinu;  ces  conditions  sont-elles 
suffisantes?  On  le  démontrera  en  suivant  absolument  la  même  marche 
que  M.  Poincaré  dans  sa  théorie  des  groupes  fuchsiens. 

Soient  A  un  point  quelconque  intérieur  S,  B  un  point  pris  arbi- 
trairement dans  le  domaine  S.  Joignons  A  à  B  par  une  succession  de 
valeurs  de  (E,  -/i),  ne  coupant  pas  la  limite  du  domaine  S.  Cet  arc  sortira 
du  domaine  ^  par  une  face,  on  construira  le  domaine  limitrophe  ^,, 
puis  on  opérera  sur  ^^  comme  sur  ^,  et  ainsi  de  suite. 

On  établit,  en  raisonnant  comme  M.  Poincaré  : 

Qu'après  un  nombre  Jîni  d'opérations,  on  arrive  à  un  domaine  à 
l'intérieur  duquel  se  trouve  le  point  B,  et  que  ce  domaine  est  toujours 
le  même,  quel  que  soit  l'arc  qui  joigne  A  à  B. 

Il  n'y  a  donc  aucune  difficulté  théorique  à  la  recherche  des  groupes 
hyperabéliens.  La  recherche  effective  présentera  certainement  de 
grandes  complications  de  calculs,  d'autant  qu'on  n'est  plus  aidé  ici  par 
des  constructions  géométriques. 

5.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le  domaine  fon- 
damental n'avait  aucun  point  commun  avec  la  limite  de  S.  Bien  des 
cas  pourraient  se  présenter;  je  me  borne  à  signaler  celui  qui  se  rap- 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  I-—  Fasc.  I,  i885.  t4 


!()()  ïi.   rir\Ri>. 


proche  le  plus  des  eas  qui  viennent  drtre  examinés.  Nous  n'avons 
<pi'à  supposer  qu'une  (l(^s  arêtes 


est  sur  la  limite  de  S,  e'est-à-dire  que  a  esl  ré{^l  ;  soit 

la  substitution  (ondanientalc  conservant  cette  arête;  il  est  clan-  que  la 
substitution 

sera  parabolique  et  aura  «  pour  point  double. 

\.  On  se  rappelle  (|u'à  chaque  groupe  fuchsien  M.  Poincaré  fait  cor- 
respondre un  nombre  p  qu'il  appelle  le  genre  de  groupe.  Nous  allons 
montrer  maintenant  qu'à  chaque  groupe  hyperabélien  correspondent 
trois  nombres  /;, ,  p^-,  p^ • 

Soit  0  un  domaine  fondamental  du  groupe;  ce  domaine  à  quatre  di- 
mensions est  limité  jiar  certains  espaces  à  trois  dimensions,  dont  les 
|)oints  se  correspondent  respectivement  deux  à  deux  par  les  substitu- 
tions fondamentales  du  groupe  et  devront,  dans  ce  qui  va  suivre,  être 
considérés  comme  confondus.  C'est  ainsi  que  nous  dirons  qu'un  espace 
à  m  dimensions  [m  <i  i)  contenu  dans  $  est  fermé,  quand  les  points,  où 
cet  espace  rencontre  la  limite  de  5,  se  correspondent  deux  à  deux  par 
une  substitution  fondamentale  du  groupe;  un  espace /èrwe peut  néces- 
sairement alors  se  composer  de  parties  distinctes  :  nous  ne  considérons 
d'ailleurs  que  des  espaces  fermés  ne  se  coupant  pas  eux-mêmes.  Un  ou 
plusieurs  espaces  yèrme^  à  m  dimensions  constitueront  le  contour  d'un 
espace  à  (m-f-  i)  dimensions  contenu  dans  5,  quand,  par  ces  espaces 
à  m  dimensions,  on  pourra  faire  passer  un  espace  fermé  à  (m  H-  i)  di- 
mensions, dont  ils  limiteront  une  partie. 


(')  La  connexilé  dans  les  espaces  à  m  dimensions  a  déjà  été  étudiée  par  divers 
géomètres;  on  pourra  consulter  à  ce  sujet  un  savant  Mémoire  de  M.  Betti  { Annali 
di  Matematica,  2''  série,  t.  IV). 
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Ceci  posé,  si  l'on  peut  imaginer  dans  5  un  nombre  p,„  d'espaces 
fermés  à  m  dimensions,  qui  ne  puissent  pas  constituer  le  contour  d'un 
esp'dce  fermé  a  (m-hi)  dimensions,  mais  tel  que  tout  autre  espace 
fermé  ii  m  dimensions  puisse  conslituer  avec  une  partie  d'entre  eux  ou 
avec  tous  le  contour  d'un  espace  fermé  h  m  -h  i  dimensions  contenu 
dans  (^,  nous  dirons  que  le  domaine  5  a  une  connexion  de  m'""^  espèce 
d'ordre  [pm-^  0- 

]Sous  avons  à  faire  successivement  m^=\,  2,  3,  ce  qui  nous  donne 
trois  nombres  py,p2,  Pi  correspondant  aux  diverses  connexions  du  groupe. 

o.  Arrêtons-nous  sur  un  cas  particulier.  Je  suppose  que  le  groupe 
hyperabélien  considéré  résulte  simplement  de  la  superposition  de  deux 
groupes  fuchsiens  relatifs  respectivement  aux  variables  u  et  c.  T>es 
substitutions  fondamentales  sont  donc  de  l'une  et  l'autre  forme 


au  -\-  b 

3 


u,  V,  75  V 

CU  +  cl 


u,  V,  u, 


■H'  +  o 

concevons,  dans  le  plan  des  u,  un  polygone  fondamental  du  groupe 
fuchsien  lu, -ij)  et  faisons  de  même  dans  le  plan  des  r  pour  le 

groupe  Iv 


Nous  pouvons  appliquer  au  polygone  fondamental  d'un  groiqje 
fuchsien  les  considérations  que  nous  avons  indiquées  au  paragraphe 
précédent  ;  le  nombre  m  est  ici  unique  et  égal  à  l'unité,  et  la  connexion 
de  première  espèce  n'est  évidemment  autre  chose  que  -ip  -h  i ,  en  dé- 
signant par/?  le  genre  du  groupe  fuchsien  d'après  M.  Poincaré.  Dé- 
signons par  p  et  p'  les  genres  respectifs  des  groupes  relatifs  à  u  et  à  ç. 
On  pourra  donc  tracer  sur  les  polygones  représentatifs  de  ces  groupes 
respectivement  2p  et  2p'  courhes  fermées  (au  sens  indiqué  |)lus  haut) 
qui  ne  limiteront  aucune  partie  des  polygones.  Proposons- nous  de 
rechercher  la  valeur  de  p^  relative  au  domaine  fondamental  du  groupe 
obtenu  en  superposant  ces  deux  groupes  fuchsiens. 

Je  dis  d'abord  que  l'on  a 

p.^  =  2p  -+-  2p'. 


I  oiS  li.   piCAiîn. 

lm;ii>inons,  on  olTot,  sur  les  deux  polvj^oiu's  los  ^p  et  ip'  courbes /?v- 
/^/(r.v,  (jue  nous  d-signoroiis  parCotC/;  uiu'([U('lrour|U(Mlerosc()url)('s 
prise  seule  eouslitue  relaliveiueut  aux  ([ualre  variables  un  espaee/fvv//^' 
à  ttvis  {UnuMisions.  ^ious  axons  i\o\\c  là  2/;  H-  2//  espaces  fei'niés  à  Irois 
dimensions;  or  ees  espaces  ne  constituent  pas  évidemment  le  contour 
«l'un  es|iace  à  cpialn^  dinuMisions,  jiniscpie  sur  cbacun  des  polyf;ones 
on  peut  tracer  une  ligiu^  allant  d'un  point  à  \\\\  aulre  et  ne  renconirani 
pas  les  courl)(\s  fermées  (pii  soni  tracées  sur  lui.  Il  faut  montrer  main- 
tenant que  tout  autre  espace  lermé  à  trois  dimensions  peut  constituer, 
avec  les  [^.p  -+-  '?.p')  espaces  dont  il  vient  d'être  question,  l(>  conlour 
d'un  espace  fermé  à  quatre  dimensions.  Soit  donc  E  un  esj)ace  (ermé  a 
trois  dimensions;  s'il  ne  limite  pas  avec  les  [2p  -h  2p')  premi(M\s  une 
portion  du  domain(>  fondamental,  on  pourra  (  (MiauuMnent  tracer  une 
courbe  fermée  L,  rencontrant  seidement  E  en  un  seul  poiiU,  cl  ne  ren- 
contrant aucun  des  2j)  +  ?./)'  autres  espaces.  Or  toute  courbe  fermée, 
tracée  dans  l'iui  et  l'autre  polvgone,  et  qui  ne  rencontre  aucune  des  2p 
et  2//  courbes  (1  et  C,  limite  sur  cbacun  des  polygones  une  aire  détei- 
minée;  la  courbe  fernue  E  rencontrera  doue  certainement  au  moins 
une  sf^oude  fois  l'espace  E,  ce  qui  ne  devrait  pas  être.  Nous  avons 
donc  bien,  connue  connexion  de  troisième  espèce  du  domaine  fonda- 
mental, 

9.p  -+-  2//  +  I  . 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  cbercber  la  valeur  de  p.,;  (pi'il  me  suffise  de 
dire,  en  vue  d'une  remarque  ultérieure,  que  p.^  doit  être  nécessaire- 
ment une  fonction  entièie  et  .symétrique  de/>et/?',  par  conséquent  une 
fonction  de  pp'  ttp  -\-  p  . 

(>.  Quoique  le  groupe  précédent  soit  bien  sj)écial,  il  n'en  présente 
pas  moms  quelque  intérêt. 

Que  Ton  conçoive,  en  effet,  un  grou])e  byperabélien,  dans  lequel  les 
coefficients  des  substitutions  fondamentales  déj)endraient  d'un  ou  plu- 
sieurs paramètres  ;  lorsque  les  paramètres  varient  entre  certaines  limites, 
les  divers  ordres  de  connexion  du  groupe  ne  changeront  pas,  et  si,  pour 
un  système  de  valeurs  convenables  des  paramètres,  le  groupe  hypera- 
bélien  coïncide  avec  un  groupe  du  type  examiné  dans  le  paragraphe 
])récédent,rétudedu  groupegénét  al  se  trouvera  notablement  simplifiée. 
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Un  exemple  bien  simple  nous  sera  fourni  par  un  groupe  qui,  quoique  ne 
rentrant  pas  complètement  clans  la  catégorie  des  groupes  hypcrabéliens, 
n'en  diffère  pas  cependant  au  point  de  vue  de  la  (n'omctrie  de  situa- 
tion, dont  nous  nous  occupons  en  ce  moment.  Que  l'on  preinie  le 
groupe  des  fonctions  quadruplement  périodic|ues 

(G)  (  ^       i    J 

{x,y,x  -+-  a:i,  y  +  163), 

(^,7,  ^r  4- a,, 7  4-/3,), 

le  domaine  fondamental  est  une  sorte  de  parallélépipède  dans  un  espace 
à  c[uatre  dimensions;  on  peut,  par  une  déformation  continue,  trans- 
former ce  groupe  dans  le  suivant 

(  (j7,7,  a? -h  w,r),   (.r,y,  a?  +  w',  y), 
(F) 

(   {x,y,.r,f  -+-  a),   {x,y,x,y-hù') 

cjui  résulte  de  la  superposition  des  deux  groupes  effectués  respective- 
ment sur  ce  et  y.  Les  ordres  de  connexion  sont  les  mêmes  pour  les 
groupes  G  et  r  ;  on  a  en  particulier  JO3  =  f\. 

CHAPITRE  HT. 

I.  Après  avoir  étudié  les  groupes  hypcrabéliens,  nous  avons  main- 
tenant à  rechercher  s'il  existe  des  fonctions  des  deux  variables  indé- 
pendantes E  et  ■/],  qui  se  reproduisent  quand  on  effectue  sur  ces  variables 
les  substitutions  d'ini  groupe  hyperabélien  donné.  Nous  commençons 
par  remplacer  le  domaine  des  deux  demi-plans  relatifs  aux  variables  l 
et  r,,  par  deux  cercles  C  et  G'  ayant  pour  centres  respectifs  les  points 
£  :=  o  et  r,  =  o  et  des  rayons  égaux  à  l'unité,  et  soient,  comme  précé- 
demment, 

a^  -h  b    a'r^  -+-  b' 


*  Y^l  -1-  0     y' ç  -4-  0' 


1  lO  E.    PICA.RD. 

les  lieux  Ivpos  îles  siibstitiilions  du  groupe  liyperabélien;  de  plus,  clia- 
cuii  dos  ilelorniinanls  «</ — bc,  ...  de  ces  sul)slituli()iis  reste  suppose 
ei^al  à  l'unité. 

Désignons  par  R(ç,  y,)  une  lonel ion  rationnelle  de  çetr,,  (pu  est  (inie 
et  déteiininée  quand  ;  ou  y,  sont  siu*  les  eireonlerenees  C  ou  C'/;  elle 
est,  de  plus,  continue  poiu"  des  systèmes  tie  Aaleurs  eoii'espoiidant  à 
des  points  à  l'intérieur  de  ces  cercles.  Ainsi,  par  exeni|)le,  la  lonction 


;  -+-  r,  -t-  3 


reste  finie  et  déterminée  si  c  et  y,  restent  à  l'intérieur  ou  ^ur  la  limite 
de  leiu'  domaine  respectif. 

Ceci  posé  pour  toutes  les  substitutions  du  type  [\),  Ibrmons  l'expres- 
sion 


et,  pour  celles  du  type  (II),  l'expression  analogue 

Vvr.  4-  S  '  y?  4-  S'y/  (YT,  -+-  8p'(Y'^  +  S')*'"' 

OÙ  m  est  un  entier  su|iérieur  à  i. 

En  faisant  la  somme  de  toutes  ces  expressions,  nous  obtenons  une 
série  qui  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  Ë  et  de  r, 
situés  à  l'intérieur  des  cercles  G  et  C. 

Pour  le  montrer,  j'emploierai  une  méthode  semblable  à  celle  dont 
j'ai  fait  usage  pour  prouver  la  convergence  de  séries  analogues  dans  la 
théorie  des  fonctions  hyperfuchsiennes.  Soit  (ç,r,)  un  système  de  va- 
leurs des  variables  indépendantes;  décrivons  autour  de  ce  point  un 
petit  domaine  o,  et  envisageons  tous  les  domaines  correspondant  à  o 
par  toutes  les  substitutions  du  groupe  :  on  pourra  évidemment,  puisque 
le  groupe  est  discontinu,  choisir  5  de  telle  manière  que  tous  ces  do- 
maines n'aient  aucun  point  commun. 

Posons  alors 

;  =  ;  +  «;,      r  :=  r,  -f-  ir,  , 
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et  formons  l'intégrale  quadruple 

Jfffdl'dl"dWdW' 

étendue  à  chacun  de  ces  domaines.  La  somme  de  ces  intégrales  sera  finie, 
car  elles  sont  toutes  positives,  et  leur  somme  est  manifestement  moindre 
que  le  produit  des  aires  des  deux  cercles.  Or  cette  somme  peut  s'écrire 

JJJJi      X[novme{c'z-^d){c'r,-^cn\ 

-+-  y  \ ; \,.    ,.      .,,1  ' !  dl'  dl'-  dr!  drr, 

intégrale  étendue  au  petit  domaine  S.  On  en  conclut  que  la  série  formée 
précédemment  est  convergente,  puisque  la  série  des  modules  des  ternies 
est  convergente;  m  toutefois  doit  être  égal  ou  supérieur  à  deux. 

Désignons  par  0(E,rj)  la  fonction  dont  l'existence  vient  d'être  ainsi 
établie;  elle  est  uniforme  et  continue  pour  toute  valeur  des  variables  à 
l'intérieur  des  cercles  G  et  C.  De  plus,  la  fonction  se  reproduit  à  un 
fadeur  près,  quand  on  effectue  sur  les  variables  une  substitution  quel- 
conque du  groupe;  on  voit  de  suite,  en  effet,  qu'on  a 

et  l'identité  toute  semblable 

Une  difficulté  peut  se  présenter,  si  l'on  craignait  que  les  fonctions  (-> 
ne  fussent  identiquement  nulles;  c'est  un  point  que  j'ai  examiné  en 
détail  dans  mon  Mémoire  sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes  [Acta 
mathematica,  t.  V).  Les  considérations  dont  j'ai  fait  usage  alors  s'ap- 
pliquent sans  modification  au  cas  actuel,  et  l'on  arrive  toujours  à  cette 
conclusion  que,  si  la  fonction  rationnelle  R  est  arbitraire  et  que  m  soit 
suffisamment  grand,  la  fonction  correspondante  0  ne  sera  certaine- 
ment pas  identiquement  nulle. 


,  I  .,  I  .     IMCAIll». 

'2.  \.v  (iiiolnMil  ilr  »l«ii\  lomlioiis  •*  (ioiiiir  «'x  uU'iiHiUMil  IIIH'  loncliim 
,|ui  lu-  (  haii-t"  p.is.  «niaii.l  ..i.  rHrthif  Mir  ;.r)  uiir  Milislùnlinn  <lii 
i;i()ii|u-  :  t'csl  a  dr  trllts  Idiulions  «|iir  j«'  «lt»niM*  l<'  n«»m  i\v  fonctionx 
hyiteralnlu'uncs  Nous  |)()U\nn>  tlalionl  t-noiuM-r  la  nmpnMtmn  imida- 
iiuntali'  siiivaiHc  :  F.ntrr  inus  fondions  liyprruhclirnnrs  r.n\lr  une  rrla 
non  nliivhriquc.  Si  Ton  se  horni'  tl'ahonl  au  ras  mi  !<•  iloinaiiir  foiula- 
mciilal  o  n'a  paxlf  |m)iiiIn  commims  a\<'rla  limiUMli"  S.  la  (li-nioiiNlralimi 
est  iiuiiu  <liaf<',  |>iiiN(|iu*.  pour  t«>»il  sNsIriiu'di  xalnirs  <lt>muM>  a  jIimix 
tic  (OS  loiutioiis.  la  trniMcmi'  n'a  (ju'mi  iiomhn'  liiiiiU*(lr  xaliMirs,  «mi 
|)irs(Mil('  sciilomtMit  iiiu-  iiulctciinmalion  à  la  manii^ri»  ilos  roiuiioiis 
ali;<'i)ri(HH's. 

On  ctaitlil  (Mirorc,  en  raisomiaiil  »'(»inmc'  j»-  I  .u  l.ul  y.\cln  nuiilirnni 
tica.  t.  \  ;  à  propos  dfs  loiuti(tiis  li>p«  i  liu  lisiniius.  i\\u\  un  ^r^Mlp^• 
li\  jX'raix'IuMi  «tant  doimr,  toults  1rs  loin  lions  Iin  prralnlu-iuifî»  «(irrrH- 
pond  intcs  sont   fonctions  nitionncl/rs  de  trois  d'enlrr  rl/rs,   soi!  .r,    > 
(M  :;  et  Ton  a.  i  ntrc  (m's  Irois  fonclions.  iinr  ndalion  al^cl»ri(|llo 

fix.Y.Z 

."»  Les  loncl  ions  li\  p<ialMli<iims  p«  ii\<iil  lirr  (dtlrnurs  par  lin  ver- 
sion de  (pioticnts  d'intépraU's  d'ccpialions  dilirrcntiidirs  particlloK  con- 
vcnaUlcnicnl  tiioisics. 

Prônons  deux  fondions  livporaix  licnnrs  1    in     «  I   I  ,    u,\    ,  s(»it 

x=  F(M,i),      >        \\{u,vj. 
Formons  les  quatre  expressions  sni\ant(s 


,,^    UW   dF,  WW,  liW  iW,  i)V   dVy 

entre  lesquelles  existe  manifestement  la  relation 


Ç»J,  CO,  =   (O2  (O3. 


Nous  pouvons  considérer  les  w  comme  fonctions  de  x  et  _)  ;  ces 
quatre  fonctions  satisfont  à  un  système  de  deux  équations  aux  dérivées 
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partielles  de  la  forme 

l  r  =  as    -\-  bp    -\-  cq    -^-  dz, 

(I) 

p,  q,  r,  5,  ;  étant,  suivant  l'usage,  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
z  de  X  et  y.  On  voit  bien  facilement  que  les  a,  b,  c,  é/sont  des  fonc- 
tions algébriques  de  x  et  y;  de  plus,  si 

est  une  troisième  fonction  hyperabélienne,  telle  que  toutes  les  fonc- 
tions relatives  au  même  groupe  s'expriment  par  des  fonctions  ration- 
nelles de  X,  y  eX\  [voir  le  paragraphe  précédent),  les  a,  b,  c,  d  seront 
fonctions  rationnelles  de  x,  y  et  >.,  celles-ci  étant,  d'ailleurs,  liées  par 
une  relation  algébrique 

f[x,y,\)^Q. 

Nous  avons  donc  un  système  (I)  de  deux  équations  linéaires  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles  ayant  quatre  solutions  communes  linéai- 
rement indépendantes  to,,  Wo,  C03  et  CO4  liées  par  la  relation  quadra- 
tique 

co,  W4  =  W^  CO3  ; 
il  est  clair  que,  si  l'on  pose 

0),  (0, 

w,  w, 

ces  deux  équations  donneront  pour  x  et  j  les  deux  fonctions  hvperabé- 
liennes  F(m,  ç^)  et  F,  (w,  v). 

4.   Reprenons  les  trois  fonctions 

x  —  Y[u,v),     y  =  Y^[ii,v),      z:-\\,\u,v) 

liées  par  la  relation  algébrique  de  degré  m 

f[x,y,z)  =  o, 
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à  l'aide  tlosquollos  toiilos  les  aiilrcs  loiui ions  hvperabéliennes  de  même 
gi'oupe  s'exprinieiil  rationnellement.  A  un  point  quckoïKjue  de  la  sur- 
faee  préeédente  eorrespond  ini  seul  s\stème  de  valeurs  de  //  el  e. 
abstraction  liiite  de  eeux  qui  s'en  déduisent  par  des  substitutions  du 
«groupe. 

Nous  avons  maintenant  à  envisager  ees  intégrales  doubl(>s  eonsi- 
dérées  par  Clebseli  et  IM.  Nœtber  [Math.  Annalcn,  t.  YI),  iiitrgrales 
qui  sont,  dans  la  tliéorie  des  sur(ae(\s,  les  analogues  des  intégrales  de 
|)remière  espèce  pour  leeas  des  courbes  algél)riqu(\s.  iVost  un  sujet  (pii 
se  iMttacbe  .1  la  notion  dn  ^c/ire  d'une  relation  algébricpu'  entre  trois 
variables,  notion  iiidicpu'e  par  (".lebscb  et  développée  dans  plusieurs 
beaux  Mémoires  de  M.  Ncetlier  (M/M.  Annalen,  t.  VI  et  VIll). 

Plaçons-nous  d'abord  dans  un  cas  très  simple.  Je  suppose  que  la 
surface 

/(^,jr,  s)  =  o 

n'ait  d'autres  singularités  c[ue  des  courbes  doubles,  et  que,  en  tout 
point  de  ces  courbes  doubles,  les  deux  plans  tangents  à  la  surface 
soient  distincts;  elle  peut  avoir  aussi  des  points  doubles  isolés,  le  cône 
des  tangentes  en  chacun  de  ces  points  doubles  ne  se  réduisant  pas  à 
deux  plans. 

Soit  maintenant  Q(a;,y,  2)  =  o  l'équation  d'une  surface  d'ordre 
[m  —  4)  passant  par  les  courbes  doubles.  Les  intégrales  doubles,  aux- 
quelles je  faisais  allusion  plus  haut,  sont  de  la  forme 


// 


I>e  nombre  des  coefficients  restant  arbitraires  dans  le  polynôme 
Q(x,y,  z)  d'ordre  (m  —  l\)  est  ce  que  Clcbsch  a  appelé  le  genre  de  la 
surface  [Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris j,  iHGS). 

Considérons,  en  prenant  pour  variables  a  et  c  l'élément  de  l'inté- 
grale double  qui  devient  alors 

-^    '-^'^Vr)»  dv        di>  du)  ^ 
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cette  expression  est  une  fonction  de  u  et  v.  Or  j'ai  déjà  considéré  une 
expression  de  même  nature  dans  mon  travail  siu'  les  surfaces  dont  Icn 
coordonnées  sont  des  fonctions  abéliennes  de  deux  paramètres  {Malli. 
Annalen,  1882)  (');  en  raisonnant  comme  je  l'ai  fait  alors,  on  établit 
sans  peine  que  cette  expression  est  une  fonction  continue  de  u  et  *• 
dans  le  domaine  fondamental  ^  et,  par  suite,  dans  fout  le  domaine  des 
cercles  C  et  C.  Nous  poserons 

./V(.r,v,.) ^-  =  ^'("'  ^)' 

Cl  (m,  {>)  étant  uniforme  et  continue  dans  les  cercles  C  et  (/.  On  \oit  fa- 
(  ilement  ce  que  devient  la  fonction  G(//,  c)  quand  on  effectue  sur  les 
variables  une  substitution  du  gioupe.  Soient  une  substitution  quel- 
conque du  groupe 

et  (au  H-  b){cv  -h  d)  le  dénominateur  commun  à  [J  et  à  \  . 
On  aura 

G{V,Y)  =  {ûii-^bY{cv -h  dfG{if,i'). 

Ainsi,  à  chaque  polynôme  Q  d'ordre  [m  —  l\)  doiniant  luie  siu'fa<  e 
passant  par  la  courbe  double  correspond  une  fonction  G{ii,v)  uni- 
forme et  continue  dans  les  cercles  (]  et  C,  et  satisfaisant  à  la  relatior) 
indiquée. 

Réciproquement,  à  toute  fonction  G{ii,  c),  qui  vérifie  les  conditions 
précédentes,  correspond  un  polynôme  Q{x,y,z)  d'ordre  [m—  4),  tel 
que  la  surface 

Q(^,y,  2)  =  o 

passe  par  la  courbe  double.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  considéier 
l'expression 

fy\  G(a,t')/,'(.r,7,^)^ 

d.c  dy       dx  dy 
du  dv        dv  du 

(')  Je  n'ai  pas  supposé  dans  ce  tra\ail  que  la  surface  eût  des  points  doubits 
isolés,  mais  celle  circonslance  ne  change  en  rien  le  mode  de  raisonneniciil. 


iiG 


K.    PIC  A  un. 


(jui  est  imo  fonclion  liyperabôIicMinc  do  //  et  (^  et,  par  suito,  une  fonr- 
tion  ralioniiolle  de  a\  y  et  z.  Or  nous  allons  rapidement  niontier  (pie 
cette  fonction  rationnelle  se  réduit  à  un  polynôme  d'ordre  (m  —  4)- 
Considérons  l'intéi^irale  double 


/      /     (i(M,  i')  du  (iv. 


(pii  reste  toujours  finie;  en  désignant  par  (p[a',y^z)  l'expression  (a), 
l'intégrale  précédente  jiourra  s'tcrire 


/"■'"    r'  oj.r,  y,  z)d.vdy 


f-A^^y>  =) 


et  l'on  montrera  facilement  que,  si  9  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme, 
cette  intégrale  ne  pourra  pas  rester  toujours  finie.  Désignons  ce  polv- 
nôme  par  Q(^,J',  z).  Il  résulte  d'ailleurs  d'une  des  trois  formes  (pie 
l'on  peut  donner  à  Ç)[x,y,  2),  grâce  aux  identités 


./V(.r,.v,:;) 


/i(^.7»-) 


fy{^,y,z) 


On  Oi' 


d.f  dy 
ôv  dit 


dy  âz 
dit  ai- 


dy  ()z 
Ov  Ou 


dz  d-jc 
du  dv 


dz  dx 
dv  du 


que  ce  polynôme  s'annule  pour  les  points  de  la  courbe  double.  Il  reste 
à  démontrer  que  Q(.r,/,  z)  est  au  plus  de  degré  (m  —  4)- 

On  se  rappelle  que  les  fonctions  hyperabéliennes  considérées  £c,j,  z 
sont  obtenues  en  faisant  le  quotient  de  deux  fonctions  B;  désignons- 
les  par  -  5  -  )  -  >  où  x,y,  z  et  t  désignent  maintenant  quatre  fonctions  0  ; 
G[u,v)  deviendra  alors,  en  désignant  par  n  le  degré  de  Q, 


X        y         t 

q{x,y,z,t) 

dx  dy  dt 
du     du     du 

dx  dy  dt 
di'      di'      dv 

^a-m+\  j-_ 

{^,7,^,i) 

et  sous  cette  forme  on  voit  immédiatement  que  G(m,ç^)  serait  infinie 
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pour  les  valeurs  de  m  et  t'  qui  annulent  la  fonction  ty  si  l'on  n'avait  pas 

Tifm  —  4» 
inégalité  que  nous  voulions  précisément  établir. 

5.  On  voit,  d'après  le  cas  que  nous  venons  de  traiter,  et  nous  dirons 
d'une  manière  générale,  que  le  genre  relatif  à  un  groupe  hyperabélien 
donné  [*)  est  égal  au  nombre  des  fonctions  G{u,v)  linéairement  indépen- 
dantes. 

Ces  fonctions  G{u,v]  sont  uniformes  et  continues  dans  le  domaine 
(les  cercles  C  et  C,  et,  en  désignant  par 

(«,^,U,V) 

une  substitution  quelconque  du  groupe,  [eu  -h  d){yv  -h  à)  étant  le  dé- 
nominateur commun  à  U  et  à  V, 

G{{],Y)  =  {eu  +  dy-{yi>  +  ^Y  G[u,i^). 

6.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  groupe  hyperabélien  bien  simple, 
qui  résulte  de  la  superposition  de  deux  groupes  fuchsiens  relatifs  sépa- 
rément aux  variables  u  et  p.  Les  substitutions  fondamentales  du  groupe 
sont  donc  de  l'un  et  l'autre  type 


"'^'cTiT^'^^'' 


ac  +  p 
U,  V,  u,  K 


Aux  substitutions  iii, -%  j  correspond,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable u,  un  groupe  fuchsien   F,    et   pareillement    les  substitutions 

iv,  '^ 1  j  déterminent  un  second  groupe  fuchsien  F  dans  le  plan  de 

la  variable  v. 


C)  On  ne  doit  pas  oublier  que  le  domaine  fondamental  des  groupes  considérés 
n'a  aucun  point  commun  avec  les  cercles  G  et  G'. 


1  iS  K.    i>ic\ni>. 

Il  ost  facile  (\c  formor,  dans  ce  cas,  les  fonctions  désignées  par 
('•(//,  r^  dans  les  j>aragraplu>s  juvcédonts.  Soit  0(w)  une  fonction  uni- 
forme et  continue  de  //  dans  le  c(Mcle  C,  et  telle  (pie,  pour  toute  sidjsti- 
tution  du  i^roupe  fuclisien  V,  on  ail 

soit  de  niènie  11   tv  une    fonction  uniforme   et  continue  de  e   dans  le 
cercle  ('/,  et  telle  que,  pour  toute  substitution  du  groupe  Y",  on  ait 

(^)  "(7f^)  =  (Y"  +  S)MI(r); 

le  produit  f)(M)TÏ(e)  est  évidemment  une  fonction  (î(m,  e). 

Or  désignons  par p  le  genre  du  groupe  Y  et/?'  le  genre  du  groupe;  Y'. 
Le  nombre  des  fonctions  entières  linéairement  indé[)endantes  6(m)  sa- 
tisfaisant aux  relations  (j)  est  égal  a/?,  celui  des  fonctions  TI(m)  est  égal 
a  // ;  nous  obtenons  donc  ainsi  /y/  fonctions  G  (m,  e)  linéairement  indé- 
pendantes. Récijiroquement,  toute  ftnution  G  (a,  v)  relative  au  groupe 
hyperabélien  considéré  sera  une  combinaison  linéaire  de  ces  pp'  fonc- 
tions particulières:  c'est  un  point  dont  la  démonstration  est  immédiate. 

Ainsi  donc  le  genre  de  toute  surface  dont  les  coordonnées  s'expri- 
ment par  des  fonctions  fuclisiennes  de  u  et  des  fonctions  fucbsiennes 
de  e,  et  cela  de  telle  manière  qu'à  un  point  quelconque  de  la  surface  ne 
correspond  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  m  et  e,  est  égal  au  produit 
pp  des  genres  des  deux  grouj)es  fucbsiens. 

(Considérons  maintenant  un  de  ces  gi'oupes  dont  il  a  été  question 
(Cliap.  II,  §  6)  et  qui  renferment  un  ou  plusieurs  paramètres 
arbitraires.  Le  genre  des  surfaces  correspondantes  sera  constant,  et,  en 
désignant,  comme  ci-dessus,  par/)  et  p'  les  genres  des  groupes  fucbsiens 
dans  lesquels  se  décompose  le  grou])e  pour  des  valeurs  convenables 
des  paramètres,  on  aura  pour  expressions  du  genre  des  surfaces  le 
produit  pp'.  Or,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (n°  ^),  pp'  est  une 
fonction  de  po  et  p.^;  par  suite,  pour  les  groupes  précédents,  le  genre 
des  sur/aces  correspondantes  est  une  fonction  de  p2  et  p^. 

Ce  résultat,  si  particulier,  me  paraît  cependant  intéressant,  car  la 
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question  se  pose  maintenant  de  savoir  si  ce  résultat  subsiste  pour  tous 
les  groupes  hyperabéliens;  on  rattacherait  ainsi,  pour  une  classe 
étendue  de  surfaces,  la  notion  de  genre  à  une  question  de  Géoméirie 
de  situation.  J'espère  pouvoir  revenir  un  jour  sur  ce  difficile  problème, 
que  je  me  borne  maintenant  à  poser. 

7.  Revenons,  pour  terminer,  sur  les  intégrales  doubles  considérées 
au  n''  4 


(')  // 


Ç){x,y,  z)  clx  dy 


Les  diverses  déterminations  de  cette  intégrale,  quand  on  va  d'un  point 
analytique,  je  veux  dire  d'un  système  donné  [Xç^,y^,z^)  de  valeurs  de 
x,yçXz,  à  un  aulre  système  de  valeurs  (a;<,j'<,  s,),  ont  un  sens  bien  net 
quand  on  se  reporte  aux  variables  u  et  v. 

Soit  (  z^o»  ^0  )  »^i"  système  de  valeurs  de  u,  v  correspondant  ■Ax^,y^,z^, 
et  de  même  {il^,v^)  correspondant  à  (^i,JK),s,);  désignons,  de  plus, 
par  (U<,V,)  les  transformées  de  (m,,(^,)  par  une  substitution  quel- 
conque du  groupe;  l'intégrale  double 


/       /     G[u,v)duilVf 

l'a  ''o 


dont  le  sens  est  parfaitement  déterminé  [puisque  G (w,  v)  est  uniforme 
et  continu],  représente  les  diverses  déterminations  de  l'intégrale  (I), 
quand  a;, 7,  z  va  de  {xo,y^,  z^)  à  {x^,y^,  z,);  cette  intégrale  reste  finie 
pour  tout  système  de  valeurs  de  {x,y,z).  Dans  le  cas  où  (j:,,j,,s,) 
coïncide  avec  (^o>/o>  ^o)»  ^"  ^  '^  considérer  les  intégrales 


I     (j[u,v)dudv. 


Ces  intégrales  sont,  en  quelque  sorte,  les  analogues  des  périodes 
des  intégrales  simples;  mais,  tandis  que,  pour  ces  dernières,  les  pé- 
riodes sont  des  constantes,  c'est-;i-dire  qu'elles  ne  dépendent  pas  du 
point  de  départ,  il  arrivera  ici  qu'elles  dépendront  des  valeurs  initiales 

^0  etjo- 
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CHAPITRE  IV. 


I.  Jo  me  propose  d'indiquer,  dans  ce  Chapitre,  un  exemple  parti- 
culier de  fonctions  livperahéliennes,  (pii  a  son  orif^ine  dans  la  tlié<)ii<' 
même  des  fonctions  abélieinies. 

Considérons  une  courbe  du  second  genre,  et  désignons,  suivant 
l'usage,  par 

I      o     (;      TT 

o      I      II     G' 

le  tableau  des  périodes  des  intégrales  normales.  Supposons  qu'on  ait, 
entre  ces  quantités,  la  relation 

H--GG'=  D, 

D  étant  un  entier  réel  et  positif. 

On  satisfera  à  la  relation  précédente,  en  posant 

^      a:  -h  y  -^  -^  y  -*'  +  / 

où  nous  prenons  positivement  le  radical. 

Nous  avons  ainsi  une  classe  de  fonctions  abéliennes  (correspoiuiant 
à  yj  =  2),  qui  ne  dépendent  que  de  deux  arbitraires  x  et  7.  Cherchons 
d'abord  quelles  valeurs  on  pourra  donner  à  x  et  y;  si  l'on  pose 

H  =  A„  +  /A,     G  =  ^„+f-,     Ç,'=g\^^ig\ 

il  f^st  bien  connu  qu'on  doit  avoir 

Or,  en  écrivant 

X  =  x'  -\-  ix" ,      y  =  y'  +  iy", 
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on  trouve  immédiatement 

,         2\/D{Y'-r"—x'y') 

Il  —  '■ -, ^-^ —  j 

norme  \x  -\- y) 

^         nonïie(x+  )-) 

°  norme  {œ  -\~  y) 

et  Ton  a,  par  suite, 

h-  —  0-0-'  = 


x"  et  y"  doivent  donc  être  de  même  signe,  puisque  à-  —  gg'  est  négatif. 
La  considération  de  g  et  g\  qui  sont  positifs,  permet  de  conclure 
qu'on  doit  avoir 

a;">o,     r">o. 

Ainsi  les  coefficients  de  i  dans  x  eXy  sont  positifs. 

Ceci  posé,  on  sait  que,  dans  les  fonctions  abéliennes,  les  transfor- 
mations du  premier  ordre  effectuées  sur  les  périodes  conduisent  à  un 
groupe  important  de  substitutions  relatives  à  G,  H,  G';  ces  substitu- 
tions ont  le  type  suivant  : 

.,    _  (^^>)o.+  (^6)3iG  4-  2(r/^>)o3H  +  (^Z>)o,G'+  (^Z>),3(H^-  GG-) 
^''        (a^)o,+  («&)3iG  +  2(«6)o3H  +  («6)o2G'+(«^),3(H2-GG')' 

_  (a^)oi  +  (a^)3iG  +  [(a^)o3+(a^)-2i]H4-(«rOo,G^  +  (arO,3(H--GG') 
'"'^~  (a6)„j+(a^)3,G+2(«6)o3ll  +  («'?')o2G'+(r/6),3(H-^-GG') 

.,,  (ac)oi4-  (ac)3iG  +  2(ftc)o3lI  +  (ac)o2G^  +  (ac)23(H-— GG^) 

'  ~  (a6)oi+  (a6)3,G  +  i{ah\^\\  +  («^)o,G'4-  (a6)23(H--  GG')  ' 

où  l'on  a  posé  d'une  manière  générale 

{cid)ij  =  û^if/y  —  ajdi. 
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Les  a,  />.  c,  d  sont  des  oiiliers  vcMill;int  los  six  rclalions 

(h^(J^  +  '^.^^.  -  ^0^':.  -  'A.^/3  =  «.  <fi H-  '^ fa  -  f .  ^^1  —  '''«  « .  =  ' . 

^  I  )    '    <t„  (/.,  -h  />„  r .  —  Co  />,    -  c/o «■rj  —  0 , 

/  (i l 'Al  ^-  '^  '"3  —  f  «  ^'.1  ~"  ''A  <^3  =  <^' 
\  a.di  -h  ^oC;,  —  c^h^  —  diCi-i  =  o. 

Ce  groupe  (le  transformations  a  ("ail  l'objet  (l(>s  reelierehcs  de  M.  Ilei*- 
niite  \ Mémoire  sur  la  transformation  des  fonctions  abèliennes  [Comptes 
rendus,  185:"))]. 

Dans  ee  groupe,  je  ne  eonsiilère  iei  que  le  sous-groupe,  qui  laisse 
inaltérée  reN|)ression  ll-  —  i\C,  \  il  est  laeiK^  d'obtenir  les  nouvelles  re- 
lations (Mitre  les  [a,h,c,d)  qui  sont  à  ajouter  aux  prée(''dentes.  On  a, 
en  effet, 

N  Ti-      ^  ^"       {cd%i^  icd)siG-h2{cd)o3n-^{cd)o,G'-h{cd),,{W-GG') ^ 

[a)  ".-^•.^',-(^/,)^,^(«^)3,G4-:?(«/>)„3lI  +  («^)o.2G'+(r///),:,(IP-r.r.')' 

or  on  veut  a\(:ir 

iH-r.c;'=Ti;-  (i,(i,  =  i), 

et  il  ne  doit  y  avoir  entre  G,  H  et  G'  d'autre  relation  que  11-  —  GG'  ^  1), 
puisqu'il  doit  rester  deux  paramètres  arbitraires.  L'égalité  («)  sera 
donc  une  relation  identique  entre  G,  Il  et(i',  quand  on  y  aura  rem- 
placé n-  —  GG'  et  Tl;  —  GG',  par  D.  On  trouve  ainsi  les  nouvelles  rela- 
tions 

l  c^d^  —  c^dç,^Ti[aQb.i  —  a^b^), 
(2)         '   Cod.,—  c.do=D{aob.^—  aj)(,), 

I     D-(rto^3  —   «3^2) 

\        H-  D(«o''''i  —  <^i  ^0  +  f3^^2  —  c.r/3)  +  C,  do  —  c„d^  =  o. 
Les  relations  (1)  et  (2)  déterminent  le  groupe  T  des  substitutions  que 
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nous  allons  avoir  maintenant  à  considérer.  Nous  avons  posé 

En  efiéctuant  sur  II,  G,  G'  une  substitution  du  groupe  r,  on  a  les  nou- 
velles valeurs  H,,  G,,  G,  et,  comme  on  a  encore 

h;-g,g;=.d, 

on  peut  poser 

II.  =  v/D "'"■:'>   G,  =  --^^,   o;-^^'''""- 


a:,  etj^i  vont  être  des  fonctions  de  x  et  j,  et,  par  suite,  au  groupe  Y 
correspond  un  groupe  de  substitutions  relatives  aux  deux  variables 
'*idépendantes  x  et  y;  c'est  la  nature  de  ces  substitutions  que  nous 
nous  proposons  de  rechercher. 

2.  Au  lieu  de  partir  de  deux  intégrales  normales,  supposons  qu'on 
ait  considéré  deux  intégrales  abéliennes  quelconques  dont  les  périodes 
normales  soient 

avec  la  relation  fondamentale 

0)o  W.j  —    «3  C0„  -4-  CO  I  OJ,  —   0)2  ^)  I  =   O. 

Posons  d'une  manière  générale 

on  aura  ainsi  six  quantités  a,  et  l'on  a  d'abord  entre  elles  les  relations 

y-o:, -+-  «,2=  O, 
^10^23  ^30^21   -~    ^13  ^20» 

la  première  étant  la  relation  fondamentale,  et  la  seconde  étant  identi- 


I  2  I  K .     P I C  A  R  n 

(|iiomeiit  vériliée.  En  passant  aux  inlograles  normales,  on  trouve,  pour 
valeurs  de  G,  H  et  G', 


et,  par  suite, 


*0I  *0I  *U1 


a. 


H»-GG'=  ^'. 

Nous  avons  donc,  à  cause  de  II-  —  GG'  —  1),  la  nouvelle  relation 

a,;,  =  !)«„,, 
et,  par  suite,  l'identité  entre  les  a  devient  la  relation 

ou  ne  figurent  que  les  quatre  expressions  «„,,  «„,,  «os  <'l  ^-i3- 
Elfectuons  maintenant  sur  les  i»  et  les  c./  la  substitution  linéaire 

f)„,    (0|  ,  (Oo,   (O3,         rt„COQ  -+-  a,  W,  H-  «2  <V)2  "^  ^:l  W;, -I-  .  .  ., 
A„  (o„  -j-  . . . ,       (■„  (o„  H-  . . . ,        r/„  (Oo  -I-  .  .  .  , 

où  les  [a,b,Cyd)  sont  des  entiers  vérifiant  les  équations  (i)  du  para- 
graphe précédent,  de  telle  sorte  que  la  relation  fondamentale  entre  les 
<o  et  les  c/  subsiste  après  la  substitution.  Si  nous  voulons,  de  plus,  que 
la  relation 

«23  =  Dao. 

subsiste  aussi  après  la  substitution,  on  retrouve,  cela  était  évident  a 
priori,  les  équations  (2)  du  même  paragraphe. 

Désignons  par  des  a'  ce  que  deviennent  les  six  quantités  a  après  la 
transformation;  les  a'  seront  évidemment  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  des  a.  Comme  on  a  encore 

il  s'ensuit  que  les  quatre  expressions  a,,,,  a,,.,,  a',,^  et  u^^  seront  des 
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fonctions  linéaires  et  à  coefficients  entiers  de.  a„i»  '><o2.  ^oit  <^'t  ^ic  <'f  '■' 
relation 

conséquence  des  deux  précédentes,  subsiste  nécessairement. 

ô.  Ces  remarques  faites,  nous  pouvons  chercher  les  expressions  de 
oCf, y,  en  fonction  de  x  et  y. 

Des  expressions  de  H,  G,  G'  en  fonction  de  x  el  y  (n"  l)  on  tire 

H  -h  v/^)  H  -  i/13 

^  = G-'  y=-ir~ 

et,  par  suite, 

.z-  =:  )      y  = 

On  aura  de  même 

X,  — ^^, ,    r,  — -, 

■'■3  1  3  1 

Si  nous  posons 

»'-03  —    V'f^^OI    =    <-'h^  —    '>'-03   —    V  I^Î'O,    =    CO.,  3C3,    =   Oij,  7.2,,  =   CO.J, 

on  aura 

to,  co^  =  CO3  co-,  ; 

à  hi  substitution  effectuée  sur  les  a  correspond  une  substitution 
effectuée  sur  les  co,  et  les  coefficients  de  cette  substitution  sont  tou- 
jours réels,  mais  ne  sont  plus  des  entiers,  et  l'on  a  entre  les  c/  la  re- 
lation 

(0|  (0.,  =  co.j  0)  ,^  ; 

nous  avons  donc 

.r  =  — ,     y=  — 
et 


'^.  =  ;z'   r 


1  2()  li.     PICARD. 

ce  sont  les  circonstances  dans  lesquelles  nous  nous  sonunes  trouvé  pré- 
eéilennnent  (Cliap.  1",  n"!)).  et  nous  aurons,  par  eonséciiKMit,  soit 

(f.i-  -Jr  h  /)'  4-  ni 

s- -.il 

a  )•  -+-3  X  .V  +  IJ. 

'  Y,»'  -f-  S  "  V  ./•  -h  TT 

Ae  orou/ie  relatif  aux  deux  variables  [x,y)  est  un  groupe  hyperabclien  ; 
il  est,  en  elTet,  d'après  son  origine  même,  évidemment  disconlinu.  ('/est 
le  grou|)e  que  nous  nous  proposions  de  trouver. 

4.   Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  les  intégrales  normales  //  et 
c,  (le  périodes 

I      o     G      H, 

<)      I      II     G', 

où  11,  (i,  G'  satisfont  à  la  relation 

11^  _  GG'=  1), 

conduisent  à  des  cas  de  réduction  d'intégrales  abéliennes  aux  intégral("s 
elliptiques.  Si  l'on  peut  déterminer  A  et  B  de  telle  manière  que  l'iiitè- 

grale 

ku  -\-  Wv 

n'ait  que  deux  périodes,  on  aura  nécessairement 

m  A  +nV>  H-/;(/VG  H-BH)  +  ^(ATI  +  BG')  =  o, 
m'A  H-  /i'B  +/>'(AG  -h  BIl)  4-  «/'(ATI  +  BG')  =  o, 

,    ,  ,  .  ,  ,  ,    .,  m  II         11         fi 

les  [m,  n,p,  q)  étant  des  entiers,  tels  qu  on  n  aiL  pas  —,  =  —  =  '--,  =  J-,, 

et,  par  suite,  en  éliminant  A  et  B, 

mn'  —^  m' n  -f  G{pn'  —  p' n)  +  [qn'  —  q' n  -f-  mp'  —  m'p)\\ 

+  [mq'  -  m'q)G'-^  {qp'  -pq'){H'-  GG')  =-  o. 
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Or  nous  supposons  II,  G  et  G'  uniquement  assujelù^  h  la  relation 

IP-GG'=D, 

c'rst-à-din;  que  nous  considérons  les  quantités  x  et  y  des  numéros 
précédents  comme  arbitraires.  On  devra  donc  avoir,  dans  ces  condi- 
tions, 

pn'  — p'  n  =  o, 

qn'  —  q' n  -\-  mp'  —  m'p  =  o, 

mq'  —  m'q  r=  o, 

mn  —  m' n  +  [qp  —  pq  )^  =^  o- 

Je  dis  qu'il  résulte  de  là  queD  doitêtre  un  carré  parfait;  ou  le  voit  tout 
de  suite  en  partant  de  l'identité 

[nm'  —  mn')[pq'  —  p' q)  —  [qm'  —  q' m)[pn'  -  p'  n) 
=  [nq' —  n'q){pm'  —  p'm) 

qui,  en  tenant  compte  des  quatre  équations  précédentes,  devient 

{pq'-p'qYD  =  {pm'-p'mY-. 

Or  on  ne  peut  avoir  pq'  —  p'q  ^=  pni'  — p'm  =  q,  car  ces  deux  équa- 
tions, jointes  aux  quatre  précédentes,  montreraient  que  m,  n,p,  q  sont 
proportionnels  à  m',  n',  p  ,  q'.  On  voit  donc  que  l'entier  D  sera  néces- 
sairement, si  l'on  est  dans  un  cas  de  réduction,  un  carré  parfait. 

Relativement  au  groupe  hyperahélien  que  nous  venons  de  définir,  il 
y  a  une  différence  essentielle  entre  le  cas  où  D  est  un  carré  parfait  et 
celui  où  il  ne  l'est  pas.  Dans  le  premier,  les  coefficients  des  substitu- 
tions relatives  à  x  et  ky  sont  rationnels;  les  groupes 

ax  -\-  b\        ^      (      /  y  +  m 
X, -,       et       y, 

sont  séparément  discontinus,  et  les  fonctions  relatives  à  ces  groupes  se 
ramènent  aux  fonctions  elliptiques  modulaires. 

Dans  le  second  cas,  les  coefficients  des  substitutions  sont  irralion- 


\ 'J.S  i;.    pir.MU).    —    l'ONCiioNs  iiypf.ua«i:lii:jvnes. 

lu'llcs  [ii  cause  du  radical  \D);  les  groupes  précédents  prisséparémenl 
sont  ( onliiuis.  el  c'est  seulement  en  (^fleclnant  leurs  substitutions  si- 
nudtanénunt  sur  x  et  y  (pi'on  obtient  un  t;roupe  diseonlinu  relatif  à 
ces  deux  variables. 

Je  nie  borne  à  ces  reinarcpies  sur  le  ^r()Uj)e  (jui  \ient  d'être  défini; 
l'étude  des  modules  et  des  fonctions  h  à  indice  zéro,  quand  on  rem- 
place G,  M  el  iV  par  leur  valeur  en  .r  et  y,  ne  serait  pas  sans  intérêt, 
mais  elle  se  rattache  jdus  particuliéremenl  à  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes;  ce  svrix  l'objet  d'un  travail  spécial. 
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Sur  luic  (ipplicdtion   des  ('(judtions  de  Lai!;i'ang(' ; 
Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIIV. 


Les  problèmes  de  Dynamique  qu'on  peut  résoudre  complètement, 
et  pour  lesquels  l'emploi  des  équations  de  Lagrange  offre  un  réel  avan- 
tage, ne  sont  pas  si  nombreux  qu'il  n'y  ait  quelque  intérêt  à  en 
signaler  un,  même  des  plus  simples.  Il  s'agit  de  trouver  le  mouvement 
d'un  point  M,  assujetti  à  rester  sur  un  cône  donné  et  sollicité  par 
deux  forces  dirigées,  l'une  vers  le  sommet  Odu  cône,  l'autre  suivant  la 
perpendiculaire  MN  abaissée  du  point  M  sur  une  droite  OZ  issue  du 
point  O;  les  deux  forces  sont  inversement  proportionnelles,  la  pre- 
mière au  cube  de  MO,  la  seconde  au  cube  de  MN. 

Je  suppose  la  masse  du  mobile  égale   à  l'unité,  je   fais  OM  =  r, 

s,  r> 

MN  =^  p,  et  je  représente  les  deux  forces  |)ar  —et  —  :  on  voit  qu'il 
existe  une  fonction  des  forces,  V  = 1 ^• 

■M-  ip- 

La  position  du  point  M  sur  le  cône  peut  être  définie  par  sa  dis- 
tance r  au  sommet,  et  par  un  paramètre  X  qui  caractérise  la  généra- 
trice OM;  à  des  variations  infiniment  petites,  dr  et  d\,  des  coor- 
données r  eX  \  correspond  pour  le  point  M  un  déplacement  dont 
l'expression  est  de  la  forme 


ds  =  sdr^-i-r'{^dX', 

Jourii.  de  Ma'h.  (/j*  série),  tome  I.  —  F.vsc.  II,  i88."j.  I  7 
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Q  étaiil  une  (onction  cli*  a  (|ni  (lt''|MMul  tlo  la  nature  du  conc  :  la  lorce 
\ivc^  du  mobile  sora  donc,  aNcc  U's  nolalions  de  I.agrango, 

•2T  =  r'-4-  /-QA'^ 

l.a  iXM-ixMidiculairc />  osl  de  la  Itirnic  — :»  1'  olant  nuo  nonvollc  l'onc - 
lion  de  1:  et  la  fonction  des  lorces  d(>\ienl 

A  -i  HP 


V  = 


•?.  r 


C-elle  des  équations  de  Lagraiige  qui  contient  les  dérivées  relatives 
à  r  est  donc 

dr'        .,   ,,o        \4-HP 

(.)  .  ^-Q^V-^--^:^=o. 

Au  lieu  de  la  seconde  équation,  j'écris  l'intégrale  des  forces  vives, 
(jui  est  une  conséquence  de  cette  équation  et  de  la  |)récédenle, 

(2)  ^'^-4-/  =  QV--  ---^P'  -/i=o. 

Si  je  désigne  par  a,  a,  ,'5,  \\  les  valeurs  initiales  d(w,  /',  /v/yQ.  I^ 
j'aurai  j)onr  la  valeur  de  /i 

(3)  /i  =  7r--i-[^'~-  ^^^/''"- 

Additionnons  membre  à  membre  les  équations  (i)  et  (2),  après  avoir 
multiplié  j)ar  r  tous  les  termes  de  la  première:  il  se  fait  de  grandes  ré- 
ductions et  il  reste 

ut 

On  peut  intégrer  deux  fois  de  suite,  et,  en  supposant  /  =  o  à  l'épotpie 
initiale,  on  a,  sous  forme  finie,  l'une  des  intégrales  du  problème 

(4)  r- =  (j- -^  ipat -^  hl"^ . 
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Ensuite  je  tii'e  de  cette  équalion 


—  pu±\^/ir'^-h  P^{^- — h)         j  ±  r  clr 


l^-v^^\'^'   -^v  y- ^',     j^^ 


v//ir2+p2(a2— /«)' 


je  remplace  dans  l'équation  (2)  /'et  ).'  ])ar-y-,  -j-^  puis  ^/ par  la  valeur 

ci-dessus,  et  j'obtiens  entre/"  et  X  luie  équation  dans  laquelle  les  va- 
riables se  séparent,  et  qui  peut  s'écrire 

/  .-^  dr  ±  c/l  J() 

(.l)  - 


/•v//i/-2-r  ?'(a2— //)  ^A  +  HP  — p^(a2— //) 

C'est  la  seconde  intégrale  du  problème,  et  il  est  évident  qu'on  ne 
peut  effectuer  la  quadrature  du  second  membre  sans  particulariser  les 
fonctions  P  et  Q. 

L'équation  (5)  peut  être  considérée  comme  l'équation  de  la  trajec- 
toire sur  le  cône  ;  le  premier  membre  est  essentiellement  réel,  puisqu'il 

est  égal  à  — ;  le  second  membre  doit  aussi  être  réel,  et  cette  condition 

montrera  entre  quelles  limites  peut  varier  1.  An  point  dont  les  coor- 
données sont  r  et  1,  la  trajectoire  fait  avec  la  génératrice  du  cône 
l'angle  i  dr'fnn  par  l'équation 

(<5)  tano;^<  =  — )—, —  =  — ;-- -^ — ; 

L'équation  (Zî),  qui  donne  la  valeur  explicite  de  /-  en  fonction  du 
temps,  présente  cette  circonstance  remarquable  qu'elle  ne  dépend  pas 
de  la  nature  du  cône;  sa  discussion,  si  élémentaire  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
de  la  développer  ici,  apprend  comment  varie  la  distance  du  mobile  au 
point  O,  et  si  cette  distance  peut  s'annuler;  dans  ce  cas,  le  mobile  se 
précipitera  au  sommet  du  cône  avec  une  vitesse  infini(\  rencontrant 
sous  un  angle  généralement  fini  les  génératrices  qui  y  concourent;  il 
sera  soumis  à  une  force  infinie,  et  l'on  ne  peut  dire  ce  qu'il  deviendra 
ultérieurement  sans  faire  des  hypothèses  nécessairement  arbitraires. 
L'équation  (4)  montre  que,  quand  le  phf^nomène  se  produit,  c'est  an 


i:^2 


I)i:    SAIM'-CI  lUMAIN 


l>(>iit  (l'iiii  temps  ("mi,  après  lequel  réqualion  elle-même  cesse  clèh*' 
;»|>plic  ai)le,  piiiscpie,  en  général,  (>lle  (IoiiiummU  j)()iir /•  des  valeurs  ima- 
i;inaii"es:  il  \  a  dans  les  (ormules  une  (liseoniiiuiite  sni'  hupielle  il  serait 
piMi  utile  (riusisler. 

Je  sii^nalerai  (Unix  cas  particuliers  où  les  résultats  S(^  simplHieut  : 
i"  quand  h  =  x'-,  léqualioii  ( /|)  doiuie  j)()ur  r  la  valeur  très  simple 
p-f-a/;  il  faut  remarquer  que,  si  cette  loriuuW"  donne  pour  rdes  val(MU"s 
négatives,  elles  ne  sont  acceptables  qu'en  vertu  d'une  hvpotlièse  eon- 
\enal)ie  sur  ce  (pu  se  |)asse  quand  le  mobile  se  précipite  au  sonunet 
du  cùue;  l'équation  (,))  se  simji'.ifie,  sans  cpTon  piiiss(MMU"()re  eflcntuei" 
l'inlégration. 

Le  secontl  cas  remarquable  est  celui  où  h  et  a  sont  nuls;  r  reste 
constant  et  la  trajectoire  est  une  courbe  spliéri(pie  (pii  déj)end  de  la 
nature  du  cône  :  la  loi  du  mouvement  sera  fournie  j)ar  ré(]uation  (2), 
(\\\\  donne  ici 

.      ,  di   /    n 

La  pression  du  mobile  sur  le  C(')ue  n'est  pas  donnée  par  les  étpia- 
tions  (l(^  Lagrangc  :  le  moyen  le  j)lus  simple  de  la  calculer  est  de  se 
servir  de  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un  coùicide  avec  OZ,  et  dont 
l'origine  soit  en  O.  Soient  F(.r,  )-,:;)  =  o  l'équalion  du  cône,  N  la 
pression  qu'il  supporte;  on  peut  écrire  les  trois  étiuations 

(Pf  \.r  W.r  djc 


(7)  '.  ''^'  '"       /''        //(n- 


ô.r 


Si  l'on  différentie  deux  fois  par  raj)port  à  L  l'équation  du  cône,  à 
laquelle  satisfont  les  coordonnées  du  mobile,  on  trouve 

f]^(^    ,    à¥d^        dVd'j  ,^0'V  ,   ,   ,p  V    _ 

dx   de-   "^   dy  dl^  ~^  ôz  'dt^  ^  ^    d^  +•    •  "^  -''  y  0^  -  ^• 

Remplaçant^,  -^,  -^  par  leurs  valeurs  (7),  et   tenant  conq)te 


APPLICATION     DES    EQUATIONS    DF.    LAGHANGE. 

(le  ce  que  F(^,  y,  z)  est  homogène,  on  trouve 


//^^^^\'     ^(n^V     f<^^^V     B^  f)F  ,     ,^(PV  .  ,  ,  <pv 


Nt/H^     +r^\  +r^\  =  ^  •4^+ w" —.->-...+■ -ix' y'- 


p*  dz  Or-       ■■■       "'    ^    <)z()}' 


on  n'aura  qu'à  calculer  x,  y,  z  et  leurs  dérivées  premières  en  fonction 
(le  r,  },,  r,  1\  c'est-à-dire,  en  définitive,  en  fonction  de  r  et  de  1,  pour 
avoir  la  valeur  explicite  de  N. 

Appliquons  nos  calculs  au  cas  où  le  c(')ne,  rapporté  aux  axes  que  je 
viens  d'indiquer,  a  pour  équation 

.1-         y^         z- 

—  +'f, ï  =  O. 

a-  b'  c 

Le  paramètre  X  qui  caractérise  une  génératrice  sera  celui  qui  entre 
dans  l'équation  du  cône  homofocal  au  c(jnc  donné  et  passant  par  la 
génératrice  considérée,  soit 

.r-  )■-  z- 


a^- —  X         À  —  W^         X  -)-  c- 

Je  suppose  a'- ^  6- ;  on  sait  que  X  doit  être  compris  entre  ces  deu\ 
quantités  pour  que  les  cc)nes  considérés  se  coupent.  Leurs  équrttions, 
jointes  à  la  relation  x-  -h  y^  -1-  s'  =  /^,  nous  donnent 

X-  =    ^ ri^ -—;-,        y'—  


[a^-—  b'^){a--\-c-)       ■^  {cû^  b-^){b'-^c-)  {a^ ^  c'-){b- -^  v-)' 

on  calculera  T  et/?  et  l'on  en  déduira  les  fonctions  P  et  Q.  Nous  n'avons 
rien  de  particulier  à  dire  sur  l'équation  qui  lie  r  et  /;  quant  à  l'équa- 
tion (5)  de  la  trajec  toire,elle  devient,  en  rempla(;;ant  A  par  sa  valeur 
tirv'>e  de  la  relation  (3), 

2  dr 


_  ±^/x^x 


'^  'y   ^  ^        {b'c'^c''a'+a''b''—c-l){b'-c'-  +  c''a--^-a'b-'—c'l,) 
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Il  UN  a  lieu  a  disi  iilci'  que  \c  sii^nc  de  la  (|uaiililc'  sons  \v  dernier 
radical;  eelle  (iiianhté,  posilivc  pour  X  —  «'-,  jxmiI  èli-e  positive  ou 
négative  pour  X  //* ;  dans  le  second  cas,  elle  s'annule  pour  une 
certaine  \aleur  de  X,  et  la  trajectoire  serpente  (Mitre  deux  génératrices 
répondant  à  cette  valeur  et  situées  du  même  côle  du  plan  des  xz; 
dans  le  cas  contrair<\  ),  varie  allernativeinent  de  a'^  à  //^  el  la  ti'ajec- 
loii'c  lait  le  tour  du  cône.  On  \erra  que,  si  elle  s'étend  indérmimenl, 
elle  admet  une  a^^lupl()le  rectiligne.  INlais  je  me  liAle  de  terminei-  en 
donnant  la  valeur  de  N  déduite  de  la  formule  générale 


À-/' 


H(  <i'  -\-  c'^)(  h-  -I-  V-  H  À-4-  '<r-À  —  h'v'     -  c-ii-  —  a^  //-) 
Xh^c^ -+-  f« a» 4-  rt» h'  —  ('•  X )» 


A  +  ^r(y'  -  h 


sur.    L\    REDUCTION    FN    FRACTIONS    CONTINUES.  l'^S 


Sfir  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  fraction  (jid 
satisfait  à  une  équation  différejitielle  linécdre  du  nrenùer 
ordre  dont  les  coefficients  sont  rationnels  ; 

Par  m.  E.  LAGUERRE. 


I. 

1.  Je  considère  une  sériez,  ordonnée  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X  et  qui  satisfait  identiquement  à  l'équation  différentielle 
linéaire 

(i)  W2'=2Vs4-U, 

où  U,  V  et  W  désignent  des  polynômes  entiers,  et  je  me  propose  d'étu- 
dier son  développement  en  fractions  continues. 

La  série  z  peut,  d'ailleurs,  être  divergente  pour  toute  valeur  de  .r; 
rien  n'empêche  de  la  réduire  en  fractions  continues;  il  sera  seulement 
nécessaire  de  déterminer  pour  quelles  valeurs  de  x  les  réduites  for- 
ment une  suite  convergente  et  quelle  est  la  fonction  dont  elles  donnent 
la  valeur. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  étant  donné  un  polynôme  ou  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  décroissantes  de  r,  j'appellerai  degré  du 
polynôme  ou  de  la  série  le  degré  de  son  premier  terme,  et  je  repré- 
senterai simplement  par  la  notation  (~)'  en  faisant  abstraction  de  ses 
coefficients,  une  série  commençant  par  un  terme  du  degré  —  n. 


I  '3()  F.     LAGUKRllE 

*2.  Cc\i\  |K)so,  on  sait  qiu',  /,i  dosignant  un  polynôme  onlicr  de 
degré  n,  on  pent  toujom's  disposcM*  des  [ri -h  i)  coelf'uienls  (pi'il  ren- 
Icrnio,  de  lelle  sorte  que,  rp„  désignant  la  j)artie  entière  de  z/„,  l(Mléve- 

ioppeinent  de  l'expression  z  —  -y-  commenee  par  un  terme  du  degré  de 
;  une  telle  IVaeliou  -.-  se  uonnne  luie  réduite  de  z.  Pour  ei'rtaines 


>aleursdu  nombre  entier /<,  il  peut  même  arriver  (pie  raj)proximalion 
soit  plus  grande  et  que  le  premier  terme  du  développement  d(;  z  —  — 

soit  d'un  de<2i'é  inférieui"  à  celui  de-, — ;;  dans  ee  cas,   il   v  a  suran- 
proximation. 

En  général,  on  aura  donc,  d'après  la  définition  des  réduites. 


^  H- 


où  p  désigne  un  nombre  entier  positif  ou  zéro;  de  là 


J,]  V.r^"-P-^ 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  z  et  :;'  dans  la  relation  (i). 


OU  encore 


=  o 


J/;  -^  2  Vç,X  -  W(ç:/,  -/;o„)  =/;  [v  (^ 


W 


p+l    /  \     ^.2«-t-p-l~2 


Soit  7.  le  degré  de  la  série  V (-  j  h-  W  (  y^,  j  ;  il  est  clair  que  le  premier 

membre  de  cette  égalité  est  un  polynôme  entier;  il  en  est  de  même  du 
second,  qui  est  du  degré  (|y.  —  p)  ;  on  pourra  donc  poser,  en  désignant 
par  A,,  une  constante  dont  la  valeur  dépendra  du  nombre  entier  n  et 
})ar  H„  \\n  j^olynôme  entier  du  degré  ;^  —  p, 

(2)  t^/;+  2Vy„/,-  w(9;/„-/;ç.„)  =  A,e,. 


SUR    LA    RÉDUCTION    EN     l'MACTIO^S    CONTINUES.  I '^- 

(-)„  <'st  un  polynôme  entier  du  degré  [j.  —  p,  il  est,  par  conséquent,  d'iin 
degré  égal  ou  inférieur  à  [j..  En  général,  il  est  du  degré  y.,  et  son  degré 
ne  s'abaisse  que  quand,  pour  certaines  valeurs  du  nombre  n,  il  v  a 
surapproximation.  Le  maximum  d'approximation  aura  lieu  pour^  =  y., 
auquel  cas  0  est  une  constante  ;  une  approximation  plus  grande  ne  peut 
avoir  lieu  :  autrement,  6  étnnt  nul,  on  voit  que  z  serait  égal  à  la  fonc- 
tion rationnelle  -^?  cas  que  j'écarte  expressément. 

5.   Réciproquement,  si  l'on  peut  tléterminer  deux  polynômes  entiers 
©„  et  /,,  tels  que  le  premier  membre  de  l'égalité  (2)  se  réduise  à  un 

j)olYnôme  du  degré  [j.  ou  d'un  degré  inférieur,  ~  ^^^  i'^^^  réduite  de  l.i 
série  z. 

Ayant  posé,  en  effet, 

^  =  ^  +  //, 
d'où 


'j' Il  'il     ./il 'j'ii 


l'identité  (2)  devient 


u  , 


^'  =  U  +  2V2  -  W^'  -  2  Vw  -  Wu' 

J  n 

OU  encore,  par  suite  de  l'équation  (1), 

A„0„ 

—JV  =^  —  2  V  M  —  \\  M  . 

J  II 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  au  plus  du  degré  de 
et  le  second,  du  degré  de 


^(v-?> 


d'où  il  résulte  que  u  est  au  plus  de  degré  de    ^--  ,  et,  par  suite,  ^  est 
une  réduite  de  la  série  z. 

Jouni.  (le  Math.  (4°  série),  Tome  F.  —  Fasc.  II,    iS85.  lO 
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5.  Toute  la  question  se  réduit  ainsi  à  la  solution  par  des  polynômes 
entiers  de  lequalion  {:>.),  le  polvnônie  (-)„  étant  d'un  degré  au  plus  égal 
à  <j.:  et.  tout  d'ahord,  j'en  (U'duirai  ([ue/,  satisfait  à  une  équation  li- 
néaire du  seeond  ordjw 

A  cet  elfet.  je  loiMue  Téipiation 

TMr'-Nr'-i-Pv==o, 

qui  a  poiu"  solutions 

V,  -y;,     et      y,  =  e   '^^^''''{o„  -  zf„\. 
En  posant,  pour  abréger, 

r.)  —  v',ro  —  .v.,r, , 
on  a,  d  après  une  foiinule  eonnue, 

\  d  , 

or  un  ealeul  facile  donne 

(0  =  e y^ » 

et,  en  tenant  comj)le  de  1  identité  (2), 

d'où 

\  __  «;,  _  w  _  9.\_ 

M  ~  ë^  ~  W  ~  W  ' 
et  de  là  résulte  immédiatement  que  l'équation  cherchée  est  de  la  forme 

(3)  W0,y"-f-  [(2V  +  W')0„-W(-);j/-^K,y-o. 

Cette  équation  doit,  d'ailleurs,  être  satisfaite  quand  on  y  fait  y  — /^; 
K,,  est  donc  un  polynôme  entier  dont  le  degré  est  indépendant  du 
nombre  n. 


SUR    Lk    REDL'CJION    I:N    l'IlACTlONS    COIVTIJN IJES.  I   J() 

4.  Supposons  maintenant  que,  K„  et  0^  désignant  des  polyiiùnies 
(ailiers  dont  le  dernier  soit  d'un  degré  égal  ou  inférieur  à  y.,  un  polv- 
norru;  entier  /^  satisfasse  à  l'équation  (3),  je  dis  que  l'on  peut  déter- 
miner le  polynôme  U  qui  figure  dans  l'équatioti  différentielle  (  i  .,  de 
telle  sorte  que  la  série  z  qui  satisfait  à  cette  équation  ait  une  réduite 
dont  le  dénominateur  soity^,. 

Soient,   eu    effet,    a.,  (3,  y,    ...   les  diverses   racines   de  l'équation 

f„{a-)  =  o;  décomposons  en  éléments  simples  la  fraction  ■ ."   'l  -,  et  po- 
sons 


W 


V  '^ Zi {^i- - '^)'     Zu-'—  '■>■  ' 

l'oiu-  avoir  les  coefficients /^  et  q^,  il  faut  diviser 

A„[0„(a)  +  0„(aO^.l 
par 

/;(«)|W(«)/;(«)-l-[W(a)/;(a)  +  W'(»/;«)]^|; 
or,  /„(.r)  satisfaisant  à  l'équation  (3),  on  a  évidemment 

0,/«)rw(«)/;(a)+vv(«)y;;(«)j.=/;(«)rw(«)0;,(a)-2y(«)0„(a)^, 

le  tliviseur  devient,  par  suite. 


Wloi]  +  W(«)0:,(ci)  — 2V(»)W„(a|^^ 


et  le  quotient 


_A„_0„(a)_ 
./;M«)W(a) 


w    a       J' 


d  oîi  l'on  déduit  la  relation  suivante 


V(a) 


Je  pose  maintenant 


7a       2/?a  ^y 


P^ 


fn 
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(Ml  sorle  quo  l'on  ait 

A  M         n         p  //  "1 

et  je  (  onsidèro  l'expression 

L  icl(Mitité  démontrée  plus  liant, 

montre  que  cette  expression  ne  devient  infinie  pour  aucun  des  zéros  de 
/„:  on  a  donc,  II„  tlésignant  un  polynôme  entier, 

^■'^  Â  ~  "w  Â  ~  W' 

Eliminons  P„  entre  les  identités  (/j)  et  (5),  il  viendra,  après  avoir  ciiassé 
le  dénominateur, 

et  de  là  résulte  la  proposition  que  je  voulais  démontrer. 

H,,  étant,  en  effet,  d'un  degré  au  plus  égal  à  [j.,  il  est  clair  i\w'  y-' 
est  une  réduite  de  la  série  z  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

II. 

5.  Pour  déterminer  complètement  l'équation  différentielle  à  laquelle 
satisfait  le  dénominateur/,  d'une  réduite,  il  est  nécessaire  de  connaître 
les  polynômes  0„  et  K,^  qui  y  figurent. 


(')  Il  résulle  d'une  remarque  importante  due  à  M.  Hermite  que  la  détermi- 
nation des  polynômes  G„,  P,;  et  xi^  n'exige  pas  la  résolution  de  l'équation  /",,  ^:  o. 


SUR    LA.    Rl'DUCTION    EN    FRACTIONS    CONTINUES.  1 /|  I 

Afin  de  trouver  leur  expression  ou  de  montrer  au  moins  comment 
on  peut  les  calculer  par  voie  de  récurrence,  je  m'appuierai  sur  les  con- 
sidérations suivantes. 

On  sait  qu'entre  les  termes  de  deux  réduites  consécutives  on  a  la 
relation  suivante 

A„^,  étant  une  constante  dont  on  peut  choisir  arbitrairement  la  \  alcur, 
puisque  les  deux  termes  de  la  réduite  ne  sont  déterminés  qu'à  un  fac- 
teur constant  près;  je  supposerai  que  cette  constante  est  précisément 
celle  que  j'ai  introduite  dans  l'identité  (2). 

Cela  posé,  de  la  relation  précédente  et  de  la  relation 

(^)  ?«/.-. —//f«-.  =  A„ 

qui  s'en  déduit,  on  tire 

d'où,  en  posant 

les  formules  suivantes,  où  Q,^  est  un  polynôme  du  premier  degré, 

,      .  (    //M  —  Qn/n  +  l^«/.-i   =  O. 

Portons  maintenant,  dans  la  relation  (2),  la  valeur  de  A„  tirée  de 
l'équation  (G),  cette  relation  pourra  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

d'où  ces  formules,  où  D,j  désigne  un  polynôme  entier, 

I  w  (p',^^{  il,  -h  Y  )  '^„  H-  e«  ^„ . ,  H-  L/„ . 


1/^2  K.     LVGUERRE. 

(>.   ii„  ost  un  j)olvnùni('  (MiIkm*  doiil  il  est  larile  de  détenniiu'i'  le  dc- 
iiiv:  ou  dédiiil.  en  elïel,  de  la  première  di^s  formules  (<S) 

'  ri  ,/  ri 

M  en  résulte  (jue  le  terme  du  (le£;ré  le  plus  élevé  de  ee  jM)lyuôme  est  le 
premi(M'  terme  du  dévelojipement  de  l'expression  V  -t-  ;  la  Iraetion 

H^^Z^  est.  eu  cITel,  du  degré  do  V^p)  +  W^^,)- 

7.   Vax  dérivant  la  première  des  identités  (7)  et  en  nudtiplianl  par 
W  le  résultat  obtenu,  il  vient 

w/:,,  -  WQ,,/;;  -  wQ'j„ 4-  m\j;,  ,  =  o ; 

on  a,  (Tailleurs,  les  identités 

j)ortaut  ees  valeurs  dans  la  relation  préeédente,  on  a 

+  [l^«(a.^.  -  Vj  -  Q„0„jy;,_,  +  R,-Q„_,,/,^,  =  o, 
puis,  en  remplaeanty^^^,  par  sa  valeur  Q„/^/  —  P«„/„_,, 

[Q«(iV.-i^«)-WQ>0,,,]/, 

-  [R«(i^«^.  -  i^«-,)  +  Q«0/,]/«-,  H-  H«w«-<,A-.  =  o. 

On  a,  d'ailleurs, 


SUR    LA    REDUCTION    EN    FRACTIONS    CONTINUFS.  I  y') 

d'où  les  deux  formules  suivantes  : 

(9)  Q,M\.,  -  ^\)  +  f->«^.  -  û^  %->  =  WQ„, 

(10)  R„(iU,   -   a.-,)  =   ^Qn-,%-,  -   Qn%- 

8.  On  déduit  de  la  première  des  identités  (8) 

w/;=  {i\ -  V  -  w')/;  +  {ù: -  v')/„  +  (--)„/;  ,  +  e:/.,, 

ou,  en  multipliant  par  W  et  remplaçant  Wy^,'  et  W/,^  ,  par  leurs  valeurs, 

yv'-/:=  [(a,  -  V  -  w')(i^  -  V)  +  w(iX.  -  v')]/, 

portons  cette  valeur  et  la  valeur  précédemment  trouvée  de  W/^^  dans 
la  relation 

w^ e„/; 4-  [( 2 V  +  w')0„  -  we;j  w/;  +  K„ w/,  ^  o; 

il  viendra,  toutes  réductions  faites, 

I  e,(ii;;  -  V^)  +  W  [e,(iX.  -  V)  -  Q'A^h  -  V)  -+-  K„j (/, 

-f-  0;,(a.  +  i2„_,  )/«-,  -h  e;-;0„_,./;,-,  =  o. 

Le  polynôme  qui  multiplie  W  dans  le  coefficient  de  /„  est  évidenmient 
divisible  par  0„;  posant  donc 

0«(iX,  -  V)  -  Q,{iX,  -  \  )  +  K„  =  -  0,S„  ; 
d'où  l'on  déduit 

(1 1)  K,  =  0;(n, -  V)  -  0„(o;,  -  v)  -  0,s„, 

l'identité  précédente  deviendra 
où  S„  désigne  un  polynôme  entier. 
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Vvant,  (1  ailleurs,  la  ivlalioii 

/;,  -  Q„_,./,",  ,  -h  H„_.y;,_,.  ^  -  (». 

ou  dcdiiil  (le  là  los  fonmiKvs  siiivantos  : 


I  2 


i3 


i>:- v^*-  ^^1^  =  ws„. 


H, 


i>     -4-  0 


H,;      ,(,)„      , 


K«-> 


i).   Delà  relation  (12)  résulte  l'égalité 


W(S„.,  -  S„)  -  ^Û„._.  -  i2„)(Û„,.,  +  il„[ 


««^i««    ,    «„««- 


ou,  en  reniplaraiit  il,, .  ,  +  12„  par  sa  valeur  déduite  de  T  identité  (  u^), 


ou  eneore,  (mi  vertu  de  (9), 


H„         H„_,        H„ 


,iln.-i2. 


\\7Q       _  S  "l  —  —  ^^  ^"  ^" 


d'où  enfin 


S       —  S 


H, 


111. 


10.  Je  résumerai  ici  les  conséquences  très  simples  de  l'analyse  un 
peu  longue  qui  précède. 

On  a,  entre  les  termes  des  diverses  réduites,  les  relations  suivantes 


(7) 
;8) 


SUR    L.V    IIKDUCTION    EN    FRACTIONS    CONTINUES.  I  ^J 

OÙ  Ji,j  désigne  un  nombre  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement,  h,,  un 
polynôme  entier  du  degré  fi,  i},^  un  polynôme  entier  du  degré  [j.  h-  i 
dont  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  est  le  premier  terme  du  développe- 

ment  de  V  H —^  et  Q„  un  polynôme  du  premier  degré. 

Ces  polynômes  sont  reliés  entre  eux  par  les  relations  suivantes 

A  l  /;  —  I 


3)  a.^,4-a.  =  - 


■n-l 

e„0. 


on  a,  en  outre,  l'égalité  suivante,  où  S„  est  un  polynôme  entier, 

(«2)  ni-v^-^^=ws,,. 

On  peut  ajouter  que,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

K„  =  0'„(i^„,  -  V)  -  Q„{iï„  -  V)  -  0,S„ 
f,i  satisfait  à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(3)  We,r"+  [(2V  4- W')0„- W0;/jy+  K„v  =  (.- 

11.  Je  me  propose  maintenant  de  montrer  que  les  relations  (9)  et 
(li)  suffisent  pour  déterminer  par  voie  récurrente  les  polvnômes  Q„, 
0,,  et  i2,;,  et,  à  cet  effet,  j'établirai  le  lemme  suivant  : 

I.EMiME.  —  Si  des  polynômes /,i,  o,,,  Q„,  0,,,  il„  et  les  nombres  l\„  sont 
liés  entre  eux  par  les  relations  [']),  [^)  et  [\?>)  et  si  Von  définit  deux  suites 
de  polynémies  A,j  et  B„  par  les  égalités  suivantes  : 

A,  =  (o,-v)/.-wy:;  +  0,,/:,^,, 

on  a,  entre  trois  polynômes  consécutifs  de  chacune  des  suites,  les  re- 
lations 

A„+,  —  Q,.A„+R,,  A„_,  =  o 
et 

B,,^,  -Q,,B,,+  R„B,,_,  =  0. 
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Derno/istratio/i .  —  .If  iif  nroiciipcrai  (|U('(lrs  poix  iinmcs  A„,  la  inarclic 
i\  siiixre  clanl  cxaclcnu'iil  la  inruu^  pour  los  [xilNiiùincs  l>„. 
On  a,  on  \cMhi  nirnu>  de  la  (Icllnition  donncw 

\v/;;  =  (ii.-v\/:-i-H,,/;-,- A„ 

«'I  (le  nu'mo 

Porlonsccs  valeurs  dans  l'ôgalitc 

qui  rcsidlo  ininiédiatemcnt  de  la  proniicre  dos  C(|uah()ns  (y  );  il  viendra 

(iU.  -  V)y,.,  +  [(-)„.,  -  WQ;,  -  Q„(i)„  -  V)j/, 
+  [K«(a.-.-V)-Q,0,J./:,  , 
^  1^,^,   i/<  -2  -  A,,,,  +  Q„  A„  —  a,,  A„   ,  =  () 

ou,  on  romplaranf  y^, ^,  par  sa  valeur  Q„y^,  —  ^nfn   m 

-  [R«(i^„.,-P-.-,)4-Q„e«]/,_, 

H-  R,/-)„_,/,_,  -  A,,^,  -+-  Q„A„  -  R„  A„_,  ^  o 

ou  encore,  on  vertu  des  identités  (q)  et  (i  3), 
^"  e      /■ î^— H      O      /■ 

R^^n—\Jii  \>  ^'ii-i\i.ii-\Jit—\ 

n-l  '»/(-! 

-+-  ^n(■\,~^fn-2  "  A„^,  +  Q„  A„  -  i\„  A,,_,  =  O. 

Ce  qui.  par  suite  de  l'identité, 

se  réduit  à 

A«+,  —  Q„A„4-  R„A„^,  =  o. 

Une  dénionslration  analogue  s'appliquerait  aux  polvnonies  V>. 
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1*2.  Supposons  maiutenaiil  que  l'on  ait  déterminé  trois  suites  de 
polynômes  e„,  i1,^  et  Q„  par  les  relations  (9)  et  (i3),  puis  deux  suites 
de  polynômes  ç)„  et  y^  par  les  relalions  (7);  qu'enfin,  pour  deux  va- 
leurs consécutives  de  l'indice,  on  ait 

A,=  A,_|  =  o     et     ]*),=  1»^   I  =  o. 

Il  résulte  du  lemme  précédent  que  l'on  a  également 

A/-f.i  =  A/^.2  =  A,^..,  = .  . .  ^  o 
et 

B/+,  =:  B,^_2  =  B/^3  = . . .  =  o, 

et,  par  suite,  les  polynômes  cp^  ^^fn  satisfont  aux  équations  (8). 
Or,  en  éliminant  0„,  on  en  déduit 

w  (/;  9.  -  ^'ju  )  =  -iyo,j„  +  %  (  'p„  /:,_,  -/„  ç„  _ ,  )  -  u/;  -, 

ce  que  l'on  peut  écrire 

U/,;+  '2Vrp,J,-  W{(p'J„  -£f„)  =  ©„(©„/;,-,  -/,?«-.), 

et,  (©„/,",_,  — /,cp„_,  )  étant  une  constante  en  vertu  des  relations  (7),  on 
voit  que  le  second  membre  est  un  polynôme  du  degré  p.,  et,  par  suite, 

la  fraction  -j-  est  une  réduite  de  la  série  z. 

15.  Ainsi  toute  la  question  est  ramenée  à  déterminer  par  les  iden- 
tités (9)  et  (i3)  les  polynômes  Q„,  0,,  et  £ï,^. 

Si  l'on  met  en  évidence  leurs  coefficients  inconnus,  en  égalant  à 
zéro  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x,  on  obtiendra  un  certain 
nombre  d'équations  qui  permettront  de  déterminer  les  coefficients  de 
Q„,  ii,,-f-i,  0,iHi  î^u  moyen  des  coefficients  de  li,^,  (-)„  et  6,j_,. 


IV. 

14.  Commeapplication,  je  considérerai  d'abord  le  cas  le  plus  simple, 
à  savoir  :  celui  où  les  fonctions  B„  sont  des  constantes  et  où  v.  =  o. 


l/j8  K.     LAGlIKURi:. 

(Vesl  ce  qui  a  liou  si  W  est  an  plus  du  socond  dc^ro  cl  si  V  csl  au  plus 
du  preuncr  dci^rc. 

Comme  H„  est  une  conslanlc  (  t  cjuc  K„.  justiu'à  présent,  csl  reste  ar- 
l)i traire.  '\c  posei-ai 

et  les  équations  (12)  et  (i3)  devientlionl  alois 

(i5)  iU,  +  i^« -=  -  Q,M 

(iG)  o,;-\^-R„=-WS,„ 

et,  ayant  détermine  les  polynômes  entiers  qui  satisfont  à  ces  é([ua- 
lions,  on  aura  les  relations 

!  9n . .  —  Q«  ?n  -+■  K  9„- 1  =  o  ; 
i  w/;;=(o^-v)/,  +  Rj:-M 

'   w  9;,  =  (  -Q,  +  V  )  9„  +  R, CP,, . ,  +  Uy„  ; 
eu  outre,  /,  satisfait  à  l'équation  différentielle 

wy'+  ( 2V  +  w')y -  {^„  -  v'H-  s„)y  =  <>, 

où  le  coefficient  de  y  est  nécessairement  une  conslante. 

15.   Considérons,  par  exemple,  la  fonction  2  =  log(    _    .)  4*'i  ^«•^- 
tisfait  à  l'équation  différentielle 

(x-  —  l)s'  =  2X, 

on  a  ici 

W  =  X-  —  \ ,      V  =  o     et      U  =^  2X-. 

Le  polynôme  il^,  dont  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  est  le  premier 
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terme  du  développement  de  n — — ?  est  de  la  forme 

nx  ■+  a„ , 
l'identité 

[nx  4-  y.,j'  -  R«  =  {x-  -  ^)^n 
donne 

3c„  =  o,      R,,  =  iv ,     s,,  =  n-  ; 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (i5), 

Ç)„=  —  [271  +  i)x; 

puis  les  relations 

.A^i  +  (2«  +  I  )a?/,  ^  '«"/«-.    =  o» 

?«+.  +  (2/i  +  i)a?(p,, +  //'(p„^,  =  o; 

[x'  —  1)9;^  =  nxo„  -i-  /i'9,,_,  +  2.ry;  ; 

d'où  l'on  déduirait  aisément  les  relations  connues  entre  les  polynômes 
X,j  de  Legendre. 

L'équation  différentielle  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  /,  est. 

d'ailleurs, 

[x-  —  i )y" H-  2 xy'  —  n[n  -h  r ) y  =  o . 

I(>.   Clommc  second  exemple,  je  choisirai  la  fonction 
z  =  e-^^~*  /     e~^'x'^~^  dx, 

cpii  satisfait  à  l'équation  différentielle 

xz'  =^  [x  —  y.)z  —  i; 

son  développement  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  est,  d'ail- 
leurs, la  série 

I  a  —  I  (a  —  0  (  a  —  •?.) 


I  DO  i:.     LAGUERRE. 

i|iii,  si  ell(>  ne  se  termine  j)as,  est  toujours  divergcMite,  (|iielle  que  soit 
la  \aleiir  donnée  à  ce. 
On  a  iei 

W  =  .r,         V::::.---,         U   =   -l. 

].e  tei'nie  du  de<;ré  le  plus  élevé  de  il,,  étant  \v  premier  terme  du  déxc- 
loppeux'nt  (le  V  H —^  on  peut  poser 

i^/.  =    -   -+-  fin- 

L'équation  difTéreiilielle  à  laquelle  satisfait  y„  est 

j[y"  -\-  {x  -h  i  —  a)y  —  '^„y  —  o ; 

d Où  résulte  évidemment  S,,  =  n. 
L  identité 

,S„W  =  „a.  =  g+r,„)'-(f-ïj'-R„ 

donne  alors 

pu  =  '^  -  l     ^'t      ll„  =  n{n  -  a); 
d  Où 

Q„  =  —  a?  —  /3„  —  /3„ ^,  =  —  J7  -h  a  —  -in  —  i , 

et  les  formules  suivantes 

/z+i  =  -  (^  H-  2/1+  I  -  a)/„  -  n{n  -  «)/,_,. 
9„+,  =  —  (^  4-  2/i  +  I  —  a)©„  —  «(n  —  a)9„  _,  ; 

ou  plutôt  si  Ton  change  les  signes  des  deux  termes  des  réduites  de 
rang  impair  (ce  qui  est  permis,  puisque  cela  ne  change  pas  la  valeur 
de  la  réduite), 

,      .  {  /u^i={^-^-^fi  +  i  -y-)/,,- fi{n- y.) /,,_,, 

^'^^  /  N  /  ^ 

'     ?«+.  =(X+  2W  +  I  —  a)'^„—  /j(/i  —  C(.)0,,     ,. 


si;r   la   hediiction   t.n   fractions  conïinui:s.  rji 

Un  calcul   direct   donne   d'ailleurs  les  valeurs  suivantes  pour   l<*s 
termes  des  premières  réduites, 

_/,  =  f,     y,  =  a?  +  I  —  a,     /a  =  ^^  +  2(2  —  a)a? -h  ('2  —  a)(i  —  aj 
et 

en  sorte  (jue  les  fornuil<>s  j^'écédentes  permettent  de  calculer  facile- 
ment, par  voie  récurrente,  les  valetu^s  dey^  et  de  cp,,. 

17.  En  partant  de  l'équation  différentielle 

(18)  xy" -h{x -i- i  —  a)y  —  ny  ^  o, 

à  laquelle  satisfait  le  polynôme  y^^,  on  trouve  aisément 

f^=x"  +  ri{n  -  u)x"-'-h  "^"^~'\n-a){n-u  -  i)  x"'^ -h . . 
^-  {n  —  oc){n  —  rx  ~  i), .  .(i  —  a). 

Une  deuxième  solution  de  l'équation  (18)  est  donnée  (n''5)  par  la 
fonction 

u„  =  e~  -J  w" (2/,  —  o„ )=faj     e~^x'^-'  dx  —  .r* e-'ç)^  ; 

il  est  facile  de  trouver  une  autre  expression  de  u^. 
En  effet,  en  dérivant  n  fois  l'équation  (18),  il  vient 


d'où  l'on  voit  que  y^""^''  est  égal,  à  une  constante  près,  à    ^^_^^_^- 

Par  suite  on  a,  R  désignant  une  constante  et  F(.a?)  un   pol\nôme 
entier, 

C-iz  —  xy-dz 


y  =  F{x)-^-K  f° 


1^2  F..     LAC.IIERRF. 

La  ioiuiioii  //,  est  (MI  |)arlirnlier  doiinôc  |)ar  ceHc  lorimilc.  (M, 
(-oinnic  elle  s'ôvaiiouiL  quand  on  donne  à  .r  nno  valeur  positive  infini 
ment  eroissanlo,  on  a  siniplenienl 


'"e    --{z  —  :c)"flz 


Si  l'on  suppose  .r  et  //  eoustants  (et  je  su|)poserai  a- positif,  en  sorte 
que  les  inlôgrales  contenues  dans  l'égalité  précédente  sont  toujours 
finies,  quel  que  soit  oc),  K  est  une  fonction  de  a  bien  dét-  rniinée. 

Pour  en  trouver  la  valeur,  je  supposerai  que  l'on  fait  tendre  .r  vers 
zéro  et  que  y.  a  une  valeur  positive;  de  l'égalité  précédenl(%  ou  déduit 
alors 

/;,(o)r(a)  =  Kr(«), 

dou 

K  =(i  — a)('2  —  a).,  .{n  —  a) 
et,  par  suite, 

IS.   On  tire  de  là 

l'intégrale  contenue  dans  le  second  niend^rc  a  une  valeur  finie,  car  elle 
a  une  valeur  j)lu.s  petite  que  l'intégrale 


f    e~' z""-^  d.T  ; 


il  serait  même  facile  de  démontrer  qu'elle  tend  vers  zéro  quand  n  aug- 
mente indéfiniment. 
On  a,  d'ailleurs, 

f„  n       r  n(  Il  —  i  )  .r^ 

-LlL =  1  -) -\-  — ; h  •  •  •  ■ 

(I  —  ^)(2  —  a)...(/i  —  a)  II  —  a  1.2         (i  —  a)(2  —  a)  ' 
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quel  que  soit  le  nombre  a,  les  termes  de  ce  développement  finiioul  pai- 
être  tous  du  même  signe,  et,  comme  leur  degré  |)ar  rapporta  n  va  tou- 
jours en  croissant,  on  voit  que  la  valeur  absolue  de  la  série  croîtra 
indéfiniment  avec  le  nombre  n. 

Le  coefficient 

(i  — a)(2  —  g).  ■  .{n  —  a) 

a  ainsi  pour  limite  zéro,  et  l'on  a 


x 


e-'ic*-'  dx  =  e-'x""  lim  ^ 


Les  réduites  '^,  quoique  provenant  de  la  réduction  en  Iraclioiis 
continues  d'une  série  divergente,  fournissent  donc,  avec  une  approxi- 
mation indéfinie,  la  valeur  de  l'intégrale  /  e~'^a:'^'*  clx,  pourvu  que  x 
ait  une  valeur  positive. 

19.  Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale 
en  posant  t^^sjz,  elle  devient 


2  j„,    ~^ 


dont  la  valeur  approximative,  en  prenant  seulement  la  réduite^)  est 


2  a-  -H  I 


Faisant  «  =  3,  on  trouve,  comme  valeur  approchée, 
—  =0,00001954, 
dont  les  trois  premiers  chiffres  significatifs  sont  exacts 

Jouni.  de  Math.  (/,•  série),  Tome  I.  —  Fasc.  II,   i885.  'lO 
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îiO.   L"s  forniulos  précodentes  permettent  de  calcMiler  aisément  les 
N.ilcurs  (le  la  lonelion  de  Prvm, 


Que  l'on  désigne,  en  etTel,j)ar  \\,[x),  F, (a),  F'o(a),  .  .,tl>„(xj,  <I>,(a), 
tl>.,(«),  •••  deux  suites  de  polNiiôines  liés  entre  eux  par  les  relations 
suivantes  : 

F,,., (a)  =^['?.n  -{-■?.       a)  F„(a)  —  n{n  -  a)  l\,_,(«), 
(l)„.,fa)  =  (2«-H  2  —  ^Vl>„(a)  -  /i(n  -  a)<])„.  ,(«); 

avee  les  valeurs  initiales 

T'n(a)  —  I,     F, (a)  =  ■?.  —  a, 
a).,(a)=o,      «l\(a)=  i; 

il  résulte  des  fonnules  précédentes  que  l'on  a 

Soit,  j)ar  exemple,  a?  =  i . 

On  obtiendra  successivement,  pour  les  valeurs  a|)j)roximalives  de 
(?Q(o),  les  valeurs  suivantes 

'i     2o     12^      920      70'1o 
7     34     209     i;-)'|0     1 3.327 

qui  vont  en  croissant  et  en  restant  inférieures  à  la  valeur  cherchée. 

Il  est  facile  d'obtenir  d'autres  suites  de  nombres  allant  constamment 
en  diminuant  et  ayant  cette  valeur  pour  limite;  on  trouve  en  effet  les 
expressions  suivantes  des  réduites  du  nombre  eQ( —  i), 

I      5      29     201      iG3i 
3      i3      73      ;jor       looi 
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De  la  formule  connue 

Q(o)  =  .-Qf-0 

on  déduit  que  les  fractions 

■i.      8      /i4     3oo     9J^->A) 

,)       i,i       7.1      00 1       Z|0:)l 

ont  pour  limite  Q(o). 

Ces  fractions  sont  plus  simples  et  convergent  plus  rapidement  que 
les  fractions  déterminées  plus  haut;  elles  vont  d'ailleurs  toujours  en 
décroissant. 

En  particulier,  on  a 


et 


2420  -       .) 

7  ==0,  )()7J. 


7940  -      rM 

^:::.   0,3938...; 

ces  deux  fractions  comprenant  la  valeur  de  eQ(o),  on  a,  avec  une 
de  moins  de  — 

)0 

e Q(o j  --  o,.K)65. 


erreur  de  moins  de 

lOOO 


Le  développement  en  série  donne  (§  Compendiiun  de  Schlômilch, 
t.  11,  p.  266) 


.Q(o)=i-i-t--^ 


4  i4 


2.3        2.3.4        2.3.4-5        2.3.4.5.6        2.3.4-5.6.7 

La  convergence  est  sensiblement  moins  rapide  que  celle  des  ré- 
duites. 


21.  Pour  les  applications  qui  suivent,  afin  de  simplifier  les  for- 
mules, je  prendrai  le  nombre  A,,,  qui  était  resté  arbitraire,  égal  à 
l'unité. 


(A 
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Los  relations  tpii  exislont  (  nlre  les  lormos  dos  rôiluit(>s  (>t  los  |)oly- 
nôuKVs  Q„.  rt,,  ol  il,,  dc\\vnucu\  alors 

Y  II  •  \  Jn        //M  I  ?M         '  ♦ 
/,-K.-    ^iifii^fn^  =»• 
?«M  -Q//?/l  +  ?/,     .  =  «. 

w/:.--(î>,-Y)./:,-4-^v/;,_,, 

ot  losidontités  qui  dôtormiiiont  los  polynômes  Q„,  h„  ot  £2„, 

(20)  i>,,,  +  <>,  =  -Q„t-\,; 
on  pont  V  joiiulro  la  rolation 

(21)  ii;;- v^-  A,(^,_,=:  ws,„ 

où  S„  désigne  un  polynôme  enli(M', 

L'équation  différoiitielle  à  laquelle  satisfait/^  est  d'ailleurs 

Wf\/'+[^i>V4-W')  -  we;jy' 

-  [e.S„  +  e,,(i2;,  -  Y')  -  (-);,(o„  -  V)]  j»-  =  o. 

22.  PoiM'  fixer  les  idées,  je  supposerai  que  le  développement  de  z 
commence  par  un  terme  qui  soit  au  moins  du  degré  de  -  • 

Pour  le  dénominateur  de  la  réduite  de  rang  zéro,  je  prendrai 
l'unité,  en  sorte  que  l'on  aura  yj,  =  i  et  que  90  sera  l'ensemble  des 
termes  entiers  de  z  (lequel  pourra  se  réduire  à  zéro). 

Je  considérerai  les  deux  quantités 

—  I      .      z 

—  et  — 
o  —  I 
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comme  constituant  deux  réduites  précédentes,  en  posant 
et 

Il  est  facile  de  voir,  en  effet,  qu  en  posant 

Ho  =  U  —  2  V  ç,  —  Ws..,     H_,  =  o.      9.,,  =  V,     9._,  =  —  \". 

toutes  les  relations  du  tableau  .A    qui  existent  entre  les  réduites  con- 
sécutives sont  satisfaites. 
On  aura  donc 

rt_,  =  o,     eo=-L  -2\  c,- w^; 
et 


25.   Soit,  comme  exemple,  la  fonction 

3  :=  \  a'  -h  2  AX-  —  I     / 


da' 


qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

JT^  —  ct'/.x-  ^-  F    ;'  =  2    r^  -r-  A  r    ::  —     J7'  —  -l'/x-  —  i    ; 
on  a  ici 

W  =^  .r^  —  2'j.T-  ^-  I ,     A  =^  -r'  —  '/.x,      U  =  —    r '  —  -l'/.x'  —  i   . 

Je  remarquerai  tout  d'abord  que,  z  étant  une  fonction  impaire  de  x. 
les  polvnômes  o,  et  /,^  sont  des  fonctions  paires  ou  impaires  de  la  va- 
riable, et  que  le  produit  ç„/„  est  une  fonction  impaire. 

Il  en  résulte  que  9„  est  une  fonction  paire,  et  1  on  peut  poser 

e„  -  a.,x-  —  b„: 

£2„  est  une  fonction  impaire  dont  le  terme  de  degi'é  le  plus  eie\ f  est 
le  premier  terme  du  développement  de 

\ =;  .r   —  /.x ,x  —  2/.a  •  -:-  I   ; 


I  58  V.     LA(.UEHRE. 

on  junil  donc  poser 

(Mifin  Q,,,  qui  est  une  lonclioii  impaire,  sera  de  la  forme  A,,^. 

Portons  ces  valcMirs  dans  les  id(>nlités  (u))  el  (io);  (>n  éi^aliml  à  zéro 
les  coeiiicients  des  diverses  puissances  i\c  >  .  on  obtiendra  les  loi-nudes 

suivantes  : 

.  9.  n  -h  3 

"Il 

''  a 

A  _         /  •<  «  4-  3 

f^„,  I  —         ^H-i  —    — ' 

11,1 

fln+^  =        «/,    I (  9.  A  4-  a„  —  (7„+,  ), 

dont  les  trois  dernières  permettent  de  ealenler  de  j)roche  en  jjrochc, 
el  par  voie  récunuMite,  les  nombres  c/i,  a^  et  />,. 

La  première  donne  les  relations  suivantes  entre  les  réduites  consé- 
cutives : 

/.  :?  //  +  3       ^  ,.        

y«^-l  ~l  ;;  ^Jii  "^  Jn~\  —  <^» 

Un 

2  n  -T-  3 
©«^1  -H  — T^ — d:"f,, -l-y„._,  =  o. 

Kn  exprimant  que 

\[n  -+-  i)^^'h-  a,,cr]-—  (.r'4-l.r)--  (â!„x=  4-  /^J («„_,. x- +  /;„_,) 

est  exactement  divisible  par  a?*  H-  2X^-  h-  i  ,  on   obtient   encore  les 
relations 

(23) 

',  a„^„_,  4-  h„a„_,  -\-  i\h,^h„_,  =  a;]  —  1?  —  w(«  +  2); 
et  l'on  trouve  la  valeur  suivante  du  quotient  : 

S„  =  ni^n  +-  2)^^  -h  ■i[n  H-  i)a„  —  ana,^_^  —  2a(/î  H-  i)^- 
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24.  La  partie  entière  du  développement  de  z  étant  simplement  x, 
on  a  ces  valeurs  des  premières  réduites 

/o=I.        '?'o='^"'      /-.=^0'        çp_,^-I, 

puis 

(-)_,  =  (),        (-)„  =  —    -IkX-  —    '2,        ^0  =  .X'^  --h  Ix, 

d'où  les  valeurs  initiales  suivantes 

y-o  =  1,       <7_,  =  O,        Z'„|  =  O,       «g  —  —   2*A,        />o  =  —   2, 

d'où,  au  moyen  des  formules  (22),  on  déduit  successivement  les  valeurs 
des  coefficients  a,,  a,  et  h,,  à  savoir 

'  2  A- 

6,-^,        .... 

Les  relations  (23)  fournissent  des  moyens  faciles  de  vérification. 

25.  Soit  encore  à  déterminer  les  réduites  de  la  fonction  c  dont  le 
développement,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  satisfait  à 
l'équation  différentielle 

;r''z'  =^  2.{x^  -i-  px  -+-  q)z  +■  rx  -h  s. 
On  a  ici 

VV  —  x'\      V  =  x'-  -h  px  -\-  q,      L  =  rx  h-  s  ; 

on  peut  poser 

^«  =  (  ^  +  I  )  ^■'''  +  a«  ^  +  ?>„  < 
Q„=  a„x  ^  h„, 

Gela  posé,  des  identités  (19)  et  (20)  on  déduit 

(  A„,r  -h  \\n)[x-  4-  (a,,^,  -  a„)x  +  ;3„^,  -  fi,J 


i:.     I.VGIKIUIF. 


(l'on  les  relations  suivante  s 

■>.  n  4-  3  b„ 


n  -(-  I 

«„ . .  =  a 


/<  4-  •<    '"         i  n  H-  4  a^ 


2'J 


fVi  =— ft— V-i'i  -h3)(a„^,  -o.,,)^^ 

''  Il 


h,,^,  =h„_, 


9.  /<  H-  3 


(««^1  -  »«)(P„M  -  /3«). 


([ui  jXMMiiotlronl  de  calculer,  par  xoie  de  réeurrenee,  les  nombres  a,. 
On  aura,  d'ailleurs, 

Si  /i  -4-  3  ,  > 

Q„  =  -- —  (—  -^  +  ««+1  —  ««). 

d'où  l'on  déduira  successivement  les  valeurs  des  réduites  par  les  for- 
nudes 

Jii  ■  (   ^^   ^<uj n         J n—\  » 
?«-  I  ^=  Q«  ?//  ?"«-  I  • 

2(î.   Le  polynôme 

[f/j  -f-  \)x-  +  a„.x-  4-  j3„]-  —  [x-  ^px  H-  ^)-  -  {a,,x  +  b„)(a„^  , a:  4-  ^„_,) 
devant  être  divisible  par  i',  on  a  encore  ces  identités 
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1    «„«„_,  =  «;■;  -I-  2{n  4-  i)f:l„  — //'  —  2^, 


qui  peuvent  être  considérées  comme  un  système  d'intégrales  premières 
des  équations  aux  différences  finies  (2'i)  et  qui  peuvent  servir,   soit 
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comme  vérification  des  calculs,  soit  pour  déterminer  les  coeflicierits  «, 

et  bi. 

On  a  d'ailleurs,  puisque  le  développement  de  z  ne  renferme  pas  de 

partie  entière, 

Jo  ^  ^  '      r* 0  ^^  ^  5 
par  suite, 

i2o  =  V  =  ^^  H-  p.r  H-  q 
et 

Q^  =z  U  =  rx  -\-  s. 

On  a  donc  les  valeurs  initiales  suivantes 

a_,  =  o,      b^^  =  o,      a,,  =  T\      h^  =  s,      a.,,=p,      [•i^^  =  (/; 

d'oii  l'on  déduit,  par  voie  de  récurrence,  la  suite  des  nombres  qui  dé- 
terminent les  polynômes  Q,^. 

27.  Ayant 

[(«H-  i)a;-  +  a„a?  H-  fi,,]-  —  {x-  -\-  px  -\-  q)'  —  {ci-n^  +  i>n){(^ii-\  ^  +  ^«) 
^=-  x'\n[n  -\-  2)x  -\-  ^[n  -\-  i)a„  —  ^/^J» 

on  en  déduit 

S„  =  n{n  -h  i)x  -[-  ^.[n  -h  \)a„  —  ip. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  surapproximation,  0„  doit  se  réduire  à  une 
constante;  on  a  donc 

a„  =  o, 

et  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfaity^,  devient 

x'^y"  ^  (5ir^  H-  2px  -h  2q)y  —  [n[n  -h  l\)x  -{-  [2n  -h  3)a,;  —  ?>p\  =  o. 

Réciproquement,  si  l'on  détermine  la  quantité  a,^,  de  telle  sorte  que 
l'équation  précédente  ait  pour  solution  un  polynôme  entier^,  on  peut 
déterminer  les  quantités  r  et  s,  de  telle  sorte  que  le  dénominateur  de 
la  n'*"™^  réduite  de  z  soity^^. 

28.  Comme  dernière  application,  je  considérerai  la  fonction 


2|J.  ' 


Jonrn.  de  Math.  (4*  série),  tome  I.  —   Fasc.  II.   i885.  2  1 


iGa  K.     LAGllERRK. 

(jui  satisfait  à  l'cqualion  difrorontioUo 

(.r-  -f-  3i,'\r  -f-  /i)z'  =  2,a(.r=  +  g)z  —  (a?^'  +  Sgor  +  /t). 
On  a.  dans  co  ras, 
W  =  .!••'  H-  3^'-.r  -^  //.      V  ^  ix{x-  +  è'-)      et      II  =  —  (a?''  -h  ;i^'-.r  -h  h), 

et  l'on  [MMit  |)os(M' 

12,,^^  [n  -H|u.).r--h  7.„;r-+-/5„, 

,Sul>sliliiant  ros  valeurs  dans  les  relations  (19)  et    (20),  011  obtient 
les  égalités  suivantes,  qui  doivent  être  identicinement  satisfaites, 

(A„.r  +  njl'.r^  ^-  («„,,  -  y.„\r  -4-  (/3„,,  -  ^„)] 

4-  {a,^,  -  rt„_,).-r  -+-  h,,^,  —  /;„  =  k„{x^  -^  '5gx  +-  h), 

{j.n  -+-  2  y-  -f-  Oj:''* 

4-  (a,,^,  -^  ajj:-  +  ,3„+,  -h  /3„  =  -  (  A,,^  4-  BJ(«„.r  +  fcj, 

d'où  l'on  déduit 

Q„     = -^ (a;  +  y,, -7,,,,), 


"^'  /<-l-ixH-i      '         2/J -t-  21X+ 2  «„ 

^«M  ==  -  P«  -  (2'*  -^  2y-  +  i)(y-„-M  -  aj  y-S 

ût„+,  =  «„_,  H (P,M  ,  -  »;,  -   >/?•) [y-a^t  -  a„)^ 

"  Il  ''a 

Ces  relations  permettent  de  calculer  successivement  les  nombres  «,, 
hi,  y.j,  jS,  et  {Dar  suite  les  quotients  incomplets  Q^. 
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Oii  a  d'ailleurs 


et,  comme  la  partie  entière  du  développement  de  r  est    ^  ^_ 

/_,  =  o,     9_,  =-i, 

L  ^  i,    fflo  =  — ^ — ; 

d'où 

et  par  suite  les  valeurs  initiales  suivantes 

rt_,   =0,        6_,   =0,        ^0^    i-2iJL'        ^"^^    l-2a'        '^O^O'        Po^lJ'g', 

d'où  l'on  déduira  successivement,  au  moyen   des  formules   (26),  les 
valeurs  de 

a,,  rto»  •  •  -î  ^M  ^2.  •  ••  ;  ^-M  '>^2'  . . .;  /3,,  [5o, 

29.  On  obtient  un  autre  système  de  formules  qui  permet  également 
de  calculer  «„  et  b,^  et  que  l'on  peut  considérer  comme  un  système 
d'intégrales  premières  des  équations  aux  différences  finies  (26;. 

Il  s'obtient  en  exprimant  que  le  polynôme 

p^l  -Y'-  0,0,_,  =  [(^  -f-  iJ.)x'  +  a„x  -f-  |3„]=' 

est  exactement  divisible  par 

W  =  x^  -+-  '5gx  -+-  A. 

De  là  résultent  les  relations  suivantes  : 

i  (i„a„_^  =  a;  4-  2(/H-  a)j3„  —  2^7.-  —  'ign\n  +  2;x), 

(27)      j  «>«-.  +  ^«««-,  =  2a^|3,,  -  (jg[?i  +  ;jOa„  -  hn{n  +  2a), 
6,,è„_,  =  ^l  -  2h{n  +  ;x)a,,  -  a-^-. 


i()/|  F.    L.vr.iiiunr. 

Il  est  important  de  romar(|iuM"  i\{ic  l'on  a  ainsi  trois  relations  ponr 
(lot<MMiiinor  a,,  et  h„:  d'oii  telle  eonséqiienee  que,  si  l'on  pose 

^  =  ).. 

1  est  nne  ra(  ine  dune  éqnation  du  seeontl  degié  de  la  loi  nie 

où  \\  Q,  R  sont  des  fonctions  rationnelles  de  g,  //,  a„,  (3„,  ees  deux 
dernières  qnantités  étant  elles-mêmes  des  lonelions  rationnelles  dv  g 
et  de  /i. 

I.'antre  raeine  de  réquation  est  évidemment  la  valem'  de  -^^  • 

Il  résidte  de  là,  en  particulier,  que  l'expression 

Q2  -  PU 

est  le  carre  dune  fonction  rationnelle  de  g  et  de  h. 

Mais  c'est  un  point  que  je  me  réserve  de  traiter  plus  tard  en  essayant, 
du  moins  dans  des  cas  particuliers,  d'intégrer  les  systèmes  d'équations 
aux  différences  finies  (2(ï)  et  (27). 


VI. 

50.  Les  formules  précédentes  permettent,  pour  une  valeur  donnée 
de  X,  de  calculer  de  la  façon  la  plus  simple  les  valeurs  des  réduites 
d'une  fonction  z  qui  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre  dont  les  coefficients  sont  rationnels. 

Au  point  de  vue  du  calcul  numérique,  la  solution  peut  être  regardée 
comme  complète;  mais,  si  l'on  veut  déterminer  effectivement  par  des 
expressions  analytiques  les  valeurs  des  coefficients  des  quotients  in- 
complets, on  est  conduit  à  intégrer  un  système  d'équations  aux  diffé- 
rences ordinaires  dans  lequel  le  nombre  des  quantités  inconnues  est 
d'autant  plus  grand  que  le  degré  du  polynôme  0„  est  plus  élevé. 

L'intégration  de  ces  équations  semble,  en  général,  présenter  d'assez 
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grandes  difficultés;  nous  savons  en  effet  qiie,  dans  un  cas  partieidii-r 
relativement  simple  étudié  par  Jacobi  et  par  liorcliardt  (à  savoir  celui 
où  z  est  l'inverse  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  entier),  l'intégration 
dépend  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  des  fonctions  ahc- 
liennes. 

Je  reviendrai  du  reste  sur  ce  point  particulier,  en  essayant  de  com- 
pléter à  certains  égards  les  résultats  obtenus  par  ces  illustres  géo- 
mètres. 


COURBES    DÉFINIES    PAR    UNK    ÉQUATrON     Dl  FFKRKNTI KLLK.  I  (j- 


Snr  les  courbes  (léfinics  par  les  /'(puitions  différentielles 

(troisièmf,  PAiiiir.  )  : 

Par  m.   h.   POINCARÉ. 


Les  deux  premières  Parties  de  ce  travail  ont  paru  dans  ce  Jovunal, 
la  |)remière  aux  mois  de  novembre  et  décembre  1881  (3^  série,  t.  Vil) 
et  la  deuxième  au  mois  d'août  1882  (3^  série,  t.  VIII).  Dans  ce  qui  va 
suivre,  je  conserverai,  malgré  les  objections  auxquelles  elles  peuvent 
donner  lieu,  les  dénominations  employées  dans  les  deux  premières 
Parties,  afin  de  n'avoir  pas  à  donner  de  définitions  nouvelles. 

CHAPITRE  X. 

STABILITÉ    ET    INSTABILITÉ. 

On  n'a  j)u  lire  les  deux  premières  Parties  de  ce  Mémoire  sans  être 
frappé  de  la  ressemblance  que  présentent  les  diverses  questions  qui  y 
sont  traitées  avec  le  grand  problème  astronomique  de  la  stabilité  du 
système  solaire.  Ce  dernier  problème  est,  bien  entendu,  beaucou})  plus 
compliqué,  puisque  les  équations  différentielles  du  mouvement  des 
corps  célestes  sont  d'ordre  très  élevé.  Il  y  a  même  plus,  on  renron- 
trern,  dans  ce  problème,  une  difficulté  nouvelle,  essentiellement  diffé- 
rente de  celles  que  nous  avons  eu  à  surmonter  dans  l'étude  du  premier 
ordre,  et  j'ai  l'intention  de  la  faire  ressortir,  sinon  dans  cette  troisième 
Partie,  du  moins  dans  la  suite  de  ce  travail. 


iG8  II-    l'oiNCMii;. 

Mais,  quoi  (juil  vn  soil.  si  la  solution  exige  de  plus  i;ran(ls  ('H()iis  cl 
(les  |)r()cc(lés  nouveaux,  l'analogie  des  (|uesliousà  résoudre  n'en  esl  pas 
moins  évidente.  Pour  étudier  l'équation  différentielle 

r/.v        dy 

on  jx'ul  poser 

(It  '     (It 

Ilegirilant  ensuite  x  et  )' eoinnie  les  eoordounées  d'un  point  mobile,  / 
eomme  le  temps,  on  a  à  rccluM'elier  (piel  est  le  mouvement  d  un  point 
dont  on  donne  Kl  vitesse  en  fonction  de  ses  coordonnées,  ('/est  ce  mou- 
vement que  nous  avons  étudié,  et  nous  avons  clicrelié  à  résoudre  des 
(pu\slions,  {elles  que  celles-ci  ;  le  point  mobile  décrira-t-il  une  courbe 
fermée?  Restera-t-il  toujours  à  l'intérieur  d'une  certaine  j)oi'tioji  du 
plan?  En  daulres  termes,  et  pour  parler  le  langages  astiononntpie,  nous 
avons  recherehé  si  l'orbite  de  ce  point  était  stable  ou  instable. 

^ous  pourrons  nous  poseï*  des  questions  analogues,  loi'scpie  X  (>t  Y 
ne  seront  plus  des  polynômes  en  .r  et  y,  mais  des  (onctions algébriques 
de  ces  variables,  ou  bien  encore  lorsque  l'équation  différentielle  sera 
d'ordre  supérieur  au  jiremier. 

^lais  auj)aiavant  il  importe  de  définir  exactement  ce  qu'on  doit  en- 
tendre par  stabilité  ou  instabilité.  Pour  cela,  nous  allons  étudier  les 
cinq  équations  qui  suivent  et  qui  nous  donneront  des  exemples  de  tous 
les  cas  qui  peuvent  se  présenter  : 

i"  Soient  d'abord 

(Ix  dy 

~dL^~y'     Tt^^' 

il  vient,  pour  l'équation  de  la  trajectoire, 

X-  H- y^  =  const. 

Les  trajectoires  étant  des  courbes  fermées,  la  stabilité  est  complète. 
2?  Soient  maintenant,  en  coordonnées  polaires, 


dui        j       dp  , 


couniîFS   ni;FiNiF,s   pah   une   kql'ation   différlntiklm:.        i(\) 

h  étant  une  coiistante  quelconque.  Il  serait  aisé,  d'ailleurs,  de  |):iss(i- 

de  cette  équation  en  coordonnées  polaires  à  l'équation  correspondante 

en  coordonnées  rectangulaires,  et  l'on  verrait  que,  si  l'on  met  cette 

équation  sous  la  forme 

f^  —  Y      ^1l  —  \ 
dt  ~     '      tU  ~      ' 

X  et  .Y  ne  seront  plus  des  polynômes  entier^  en  x  et  y,  mais  des  fonc- 
tions algébriques  de  ces  variables.  L'équation  différentielle  sera  encore 
du  prenjier  ordre,  mais  sera  de  degré  supérieur. 
On  trouve  innnédiatement  l'intégrale 


p  =  2  H-  sin(  ^  H-  CM, 

C>  étant  nue  constante  d'intégration. 

Si  h  est  commensurable  avec  arr,  la  trajectoire  est  une  courbe  fermée, 
et  l'on  retombe  mu'  le  cas  précédent.  Supposons  qu'il  n'en  soit  pas 
ainsi. 

Il  arrivera  alors  que  la  trajectoire  ne  sera  pas  une  courbe  fermée; 
mais  néanmoins  elle  jouira  dime  certaine  stabilité  :  on  peut  même  dire 
d'une  certaine  périodicité  d'iuie  nature  particulière.  En  effet,  soit  iNI 
nu  point  de  la  trajectoire,  occupé  un  tenq^s  /  par  le  point  mobile.  Dé- 
criNons  autour  du  point  ]M  ini  cercle  de  ravon  r  aussi  jietit  que  nous 
voudrons.  Le  point  mobile  partant  du  j)oint  jM  sortira  évidemment  de 
ce  cercle,  mais  il  viendra  traverser  de  nouveau  ce  petit  cercle  une  inji- 
nitè  de  fois,  et  cela,  quelque  petit  que  soit  /•.  En  d'autres  termes,  le 
point  mobile  partant  du  point  M  ne  j)ourra  jamais  revt  nir  en  ce  j)oint, 
mais  il  reviendra  en  des  points  infiniment  voisins  de  M. 

En  second  lieu,  le  point  M  restera  toujoiu^s  à  l'intérieur  de  la  cou- 
ronne limitée  par  les  deux  cercles 

p  =  I      et     p  =  3. 

Mais  sa  trajectoire  remplira  entièrement  cette  couronne,  sans  laisser  de 
lacune.  Je  veux  dire  que,  dans  toute  aire  plane,  si  petite  qu'elle  soit, 
située  à  l'intérieur  de  la  couronne,  il  v  a  des  points  de  la  trajectoire. 

Jonni.  (le  Miith.  (','  séiio),  tome  I.  —  Fiisr.  Il,   iSS,').  22 


I -^o  II      poiNCvni:. 

Los  Alleniaiuls  diraioiil  que  la  Punktincn<:^e,   loiinoc  pai- l<'s  (lilïïrcnis 

points  do  la  Irajootoiro,  ost  itbcmUduhi  à  l'iiUoriour  do  la  couroimo. 

C-o  seoond  cas  no  pout  pas  so  prosoiiloi-  pour  les  ('(pialions  ditlôi-on- 
(ioUosdu  promioi"  ordro  ol  du  pioinior  domr.  (/osl  pourquoi  nous  ne 
l'avons  jamais  l'onconho  jus(prioi 

9,"  Soient  niaiiitonant,  on  ooordonnôos  polau'os, 

(h  .,       <^Ao  I 

;7Z  "^  '  "^  ?''    777  ""  Â 

ou,  on  ooordonnôos  rootangulaircs, 

(I.V  !-(->*•--+-)•-  _)■       <ly  I  +  J'^  +  Y-  •f' 


L'intégralo  générale  est 


p  =:  tang(Ar„  H-  C), 


(",  étant  uno  constante  d'intégration. 

Ici  encore,  si  h  est  inoomin<Misural)lo  avec  2-,  \c  point  niohilo  ne 
pont  jamais  revenir  à  son  point  de  départ,  mais  il  jxMit  revenir  on  tlos 
points  infiniment  voisins. 

La  dinérence  avec  le  cas  précédent,  c'est  (pie  le  point  mobile  n'est 
plus  assujetti  à  rester  dans  nue  certaine  région  du  plan,  et  (pie  c'est  le 
plan  tout  entier  que  la  trajectoire  remplit  sans  lacune  [ùberalldichl). 

Ce  troisième  cas  ne  peut,  j)as  plus  que  le  deuxième,  se  présenter 
pour  les  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré 

4"  Comme  quatrième  exemple,  nous  prendrons  la  spirale  loga- 
rithmique dont  l'équation  diffénMitielle  s'écrit 


m? 


(h, 

ou  bien 

dx  (Iy 

=:mx—y,     -T-  =  m  y 


aco  •  a 


OJ 


I/intégrale  générale  est,  comme  on  sait, 


=  Ce 


rjmhi 


COUIUJKS    DI'FINICS    l'AR    UJXK    KQUATION     DIT  FKRI  KTI  r.I.l.i:.  I7I 

Soit  M  le  point  de  départ  du  j)oiiit  mobile;  si  nous  décrivons  au- 
tour du  point  M  un  cercle  de  rayon  suffisamment  petit,  nous  verrons 
le  point  mobile,  j)artant  de  M,  sortir  de  ce  cercle,  et,  après  en  être 
sorti,  7i' y  plus  jamais  rentrer.  C'esl  le  contraire  de  ce  qui  se  passait  dans 
les  trois  cas  examinés  plus  haut,  et  où  le  |)oint  mobile,  après  être  sorti 
d'un  cercle  très  petit,  v  rentrait  ensuite  une  infinité  de  fois.  A  ce  point 
de  vue,  ou  peut  dire  que  la  trajectoire  est  instable. 

On  sait  que  les  cercles  p  =:  const.  sont,  pour  nos  trajectoires,  des 
rycles  sans  contact.  De  plus,  tout  le  plan  est  sillonné  par  ces  cycles  sans 
contact,  sans  qu'il  y  ait  de  cycles  limites.  C'est  à  la  présence  de  ces 
cycles  sans  contact  qu'est  due  l'instabilité  de  la  trajectoire. 

5**  Soit  enfin  l'équation 

Les  cercles  p  =  const.  sont  encore  des  cycles  sans  contact,  excepté  les 
cercles  p  =  i  et  p  =  2,  qui  sont  des  cycles  limites.  I/intégrale  générale 
étant 

?  —  Ce^^=~i  ' 

on  voit  aisément  que  la  trajectoire  est  instable,  c'esl-à-dire  que,  après 
être  sortie  d'un  cercle  suffisamment  petit  décrit  autour  i\\\  point  de 
départ,  elle  ne  pourra  plus  y  rentrer. 

La  différence  avec  le  cas  précédent  tient  à  l'existence  des  cycles 
limites.  Il  en  résulte  que,  si  le  point  de  départ  est  à  l'intérieur  de  la 
couronne  limitée  par  les  deux  cercles  p  =  i  et  p  =  2,  le  point  mobile 
restera  toujours  à  l'intérieur  de  cette  couronne. 

Nous  pouvons  maintenant,  en  nous  référant  aux  exemples  précé- 
dents, donner  une  définition  précise  de  la  stabilité.  INous  dii'ons  que  la 
trajectoire  d'un  point  mobile  est  stable,  lorsque,  décrivant  autour  (\w 
point  de  départ  un  cercle  ou  une  sphère  de  rayon  /■,  le  point  mobile, 
après  être  sorti  de  ce  cercle  ou  de  cette  sphère,  v  rentrera  une  infinité 
de  fois,  et  cela,  quelque  petit  que  soit  /".  C'est  ce  qui  arrive  dans  le^ 
trois  premiers  exemples. 

Elle  sera  instable  si,  après  être  sorti  de  ce  cercle  ou  de  cette  sphère. 


in2  11.    POINTA  ni:. 

1(>  |>()iiit  in()l)ilcirv  irnirc  |)lus.  C'csl  ro  i\u\  anivr  dans  les  deux  <!(M-- 

iu(Ms  (>xom|)le>. 

La  stal>ilito  ainsi  (Urniic'  n'a  (|irim(>  iiiipoiMancc  llir<)ri(|ii(*.  Pour  la 
|)rali([U(\  il  l'aiidrait  déliMMiiiiici-  imc  rci^ion  de  Tcspacr  où  le  poini  nio- 
l)il(>  resto  oonstaniincnt  reiireriiu'.  Il  anive  jiistiMiicnt  (|ue  la  délermiua- 
hon  d'uiio  paivillc  région  est  l)('aiiroii|)  |)liis  difllcile  dan.s  \c  cas  de  la 
stabilité  (jiie  dans  le  cas  de  l'instabilité.  Il  y  a  là  une  dilfleulté,  sui"  la- 
(jiielle  je  ne  v(mi\  pas  insister  dans  ee  nionient,  mais  (|ui  lera,  dans  la 
suite  de  ee  travail,  l'objet  d'assez  lon^s  développements. 

Dans  les  eas  (pu*  nous  aNoiis  étudiés  juscpTiei,  e'est-à-dire  pour  les 
écpiations  du  premitM'  oi'dre  et  du  j)remiei'  dei;r(\  les  lraj(M'toires  sont 
des  ev(des,  e'est-,i-dire  des  eourbes  fermées  ou  des  s])irales  {voir  tiieo- 
rénu^  \ll,  t.  NUI.  j).  2VV.  Dans  le  pi'emier  cas,  elles  sont  stables; 
dans  le  second,  instables.  On  uv  peut  donc  jamais  rencontrer  rien  de 
semblable  à  ce  cpie  nous  venons  d'observer  dans  les  deuxième  et  troi- 
sième exemj)les. 

lin  i^énéral,  le  plan  est  sillonné  d'une  infinité  de  cycles  sans  contact 
et  de  cycles  linntes  (lliéorème  XVllI,  t.  Ylll,  j).  1174  )•  Toutes  les  tra- 
jectoires sont  des  spirales,  excepté  les  cycles  limites. 

L'instabilité  est  donc  la  règle,  et  la  stabilité  rexceplion. 

Il  peut  arriver  aussi,  dans  des  cas  ti'ès  excej)lionneb;,  (pi(;  \c,  |)lan, 
au  lieu  d'être  silloniié  par  une  infinité  de  cycles  sans  contact,  est  sil- 
lt)nné  |)ar  une  infinité  tic  courb(vs  fermées  satisfaisant  à  ré(]uation  diffé- 
rentielle proposée  et  formant  un  de  ces  systèmes  rpie  nous  avons  ap- 
pelés topograplti(jues  (t.  VII,  p.  383).  Il  y  a  alors  stabilité.  C'est  ce 
qui  arrive  en  paiMiculier  dans  le  voi  inagc  de  ces  points  singuliers 
exceptionnels  que  j'ai  apjH'lés  centres  (t.  VII,  p.  3c)i)  et  dont  nous 
allons  faire  ime  étude  plus  approfondie. 

CHAPITRE  XL 

THÉORIE     DES    CENTRES. 

Ecrivons  notre  équation  différentielle  sous  la  forme 

—  —  Y    'Il  —  Y 

cU  '      dt  ~      ' 


couHnr:.s  dkfinies  i>ar   une  équatioiv    diffkrkntiklli:.        i-j'-i 

(le  manière  à  lui  faire  représenter  le  mouvement  d'un  point  mobile. 
Supposons  que  X  et  Y  sont  des  |)olynomes  de  déféré  ji  en  x  et  en  y. 
Supposons  de  plus  que  nous  ayons  pris  pour  origine  le  point  singulier 
(pie  nous  vouions  étudier,  de  telle  fa(^on  que  X  et  Y  s'annulent  avec  x 
et  y.  Nous  jiourrons  écrire  alors 

X  =  X,  +  X,-i-...+  X„, 
Y  =  Y, +  Y,+...+  Y„, 

X,  et  Y^  étant  des  polynômes  homogènes  de  degré  i  en  x  el  en  y.  Cher- 
chons maintenant  si  l'on  peut  former  un  polvn(nue  F  en  x  et  en  y,  de 
telle  façon  que,  dans  l'expression 

^'=  -7-X  +  ^-Y, 
clx  dy 

qui  est  aussi  un  polynôme  entier  en  x  et  en  y,  les  termes  de  degré  in- 
férieur à/j  en  X  et  en  y  soient  tous  nuls. 
Nous  pourrons  écrire 

F  =  F,  +  F3+F., +... 

(F,  étant  homogène  de  degré  i  en  x  et  on  y),  en  supj>osaut,  ce  qui  (^st 
nécessaire  poiu*  notre  objet,  que  F  ne  contieiuie  pas  de  terme  de  degré 
o  ou  I  . 

Posons  ensuite 

.  dV i  „  dV i  ,, 

'\\i,  sera  lui  polynôme  homogène  de  degré  i  -\-  k  —  i . 

Si  nous  écrivons  que,  dans  $,  tous  les  termes  de  degré  inférieur  à /> 
sont  nuls,  il  viendra 

^l>2<  =  o, 

(I)3,    =    -<ï)oo, 

^Ô,   =   -^1'42  -^1^33  -^^4' 


2/^ 


l'^'i  H.     P01^CARK. 

l,a  |)ivmior(»  de  ces  équations  nous  donnera  l'a,  !:>  denxiènie  1'., el 

enlin  la  p  —  y"'""'  nous  donnera  V |,_^,  poiuxit  toutefois  (ju'il  soit  possible 
d'y  satisfaire. 

Considérons  d  abord  la  première  équation. 

Soient 

Fj  =  ax-  -h  ibxy  -h  cy-, 

\^=z  ax  -\-  /3^v,      V,  =  Y-r  4-  <)>', 
il  \ient 

i(^2,  =  (rt.r  -+-  hy]  rxx  -h  ,S>')  -}-  (/>>j:  H-  cy)[-^x  H-  ?^v), 

de  sorte  (jue  la  première  é(iuation  (i)  entraîne  les  trois  suivantes  : 


[  aa.  -h  by  =  o, 

afi  -+-  b[oL  +  ?))  H-  cy  =  o, 

bR  -\-  c'^  =  o; 


(=) 


ces  è(iuations  ne  sont  conjpatibles  que  si  Ton  a 


(3; 


a         o         Y 

o  p  fî 


Nous  supposerons  de  plus  que  les  valeurs  de  a,  b  et  c,  cpic  l'on  tire  des 
équations  (2),  sont  telles  que  la  forme  Fj  soit  définie  positive. 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  on  retombera  sur  le  quatrième 
eas  subordonné  dont  nous  avons  dit  quelques  mots  à  la  page  3c)o  du 
Tome  VII,  mais  que  nous  n'avons  pas  encore  étudié  à  fond. 

Si  elles  n'étaient  pas  remplies,  au  contraire,  le  point  singulier  serait 
ini  nœud,  un  foyer  ou  un  col,  et  nous  n'aurions  rien  à  ajouter  à  ce  (|ne 
nous  avons  déjà  dit  au  sujet  de  ces  j)oints.  Nous  supposerons  donc  ces 
d^\\\  conditions  satisfaites. 

La  forme  Fo  étant  définie  positive,  nous  pouvons  toujours  l'écrire 
sous  la  forme  suivante  : 


[\x  -\-  [j-yY  -h  (\'x  -h  [j'y y 


COIJIÎBES    DÉFINIES    PAR     UNE    ÉQUATION     Dl  FFÉHENTI  ELLE.  17» 

Si  nous  changeons  ensuite  de  variables  en  posant 

x'=  {Ix  -+-  [j.j ) ,     y=  ('/.'x  -i-  a' y) , 
il  viendra 

Y.,  =  x'^-hy'. 

En  conséquence,  nous  pouvons  toujours  supposer  que 

car,  si  cela  n'était  pas,  il  suffirait  d'un  changement  linéaire  de  variables 
j>our  ramener  Fj  à  cette  forme.  Nous  ferons  désormais  cette  hypothèse. 

Quelles  en  sont  les  conséquences  au  sujet  de  X,  et  de  Y,? 

Les  équations  (2  )  deviennent 

«  =  o,      ^  =  o,     |3 -1-7  =  0; 
d'où 

X,  =  ^j,     Y,  =  -px. 

Les  autres  équations  (i)  s'écrivent  alors 

où  Ly  est  un  polynôme  homogène  de  degré  q  qu'il  s'agit  de  déterminer, 
pendant  que  H^  est  un  polvnome  homogène  de  degré  q  qu'on  peut  con- 
sidérer comme  donné,  puisqu'il  ne  dépend  que  des  polvnômes  X  et  Y 
et  des  polynômes  homogènes  F2,  F3,  ...,  F,^_,  que  l'on  a  dû  calculer 
avant  F,^. 

Dans  quel  cas  est-il  possible  de  satisfaire  à  une   équalion  de    la 
forme  (4)? 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  allons  passer  aux  coordonnées 
polaires  en  posant 

X  =  p  cosco,     y  =  p  sinto. 
Il  viendra 

^  _    •  ^  —  _  ^' 
^  d.r  dv  r/w 

et 


1^6  II.    roixcAHi: 

Do  j)liis,  on  aura 

(|^(w)  =  :i:Cy;cosX-(i)  -+-  :ii)/.siii/y. 

Dans  ces  expressions,  /•  ne  pourra  prendre  (pie  des  valeins  iiiféiienres 
ou  au  j)lns  égales  à  q,  et  de  même  j)arite  (pie  r/.  Kn  parlieulier,  si  y  est 
impair,  il  ne  pourra  |)as  y  avoir  de  terme  tout  connu  (e'esL-à-dire  de 
terme  où  /c  =  o). 

T/équation  (4)  s'éeril  alors 

-,l  =  '^(-)-      ■ 

Pour  (pi'on  puisse  v  satisfaire,  il  l'auL  et  il  sullil  (pie  'l>{w)  ne  eonlicnne 
j)as  de  terme  tout  connu,  c'est-à-dire  (pie  l'on  ait 

C„  =  o. 

Cette  ("oudition  est  remplie  d'ellc-miîme,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  lorsfpie  </  est  impair.  Elle  ne  l'est  pas,  au  contraire,  en  gc'néral, 
iorscpu'  ff  est  j)air. 

Si  (/  est  impair,  il  v  a  donc  toujours  niic  maniei'e  et  une  seule  de  sa- 
tisfaire à  l'équation  Ci);  il  suffit  de  jioser 


1)/.       u  G/, 


Aa=-7^>     B,=  - 


Si  q  est  pair  et  si,  cependant,  Cq  est  nul,  il  y  a  une  infinil(''  de  manii'res 
de  satisfaire  à  notre  (équation;  on  fera  encore,  en  effet, 

^k—  -jr^      '*/,  —  —  y 

si  /(est  différent  de  zéro,  et  l'on  pourra  choisir  A„  arbitrair(^ment. 

Qu'arrive-t-il  enfin  si  q  est  pair  et  si  Cq  n'est  pas  luil?  Dans  ce  cas,  il 
est  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  (4),  maison  peut  choisir  1''^, 
de  telle  Ïacow  que 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  dey  si  C^  est  positif. 


COURBES    DiaiNIES    PAR    UNE    ÉQUATION    DIFFÉRFNTIF  LLF'.  1^; 

Au  contraire,  si  Co  est  négatif,  on  pourra  choisir  V,^,  de  telle  façon 
que  l'on  ait  toujours 

Il  suffit,  pour  cela,  de  faire 

A/,  =  -y      i)/t=  —  -^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  /c  différentes  de  zéro,  A,,  reslant  arbitraire. 
Il  vient  alors 


ou  bien 


^^-y^  +  ^^-=^M^'-^y'f- 


Soient,  par  exemple. 


Il  viendra 


Faisons  alors 


,=  p'(^ H  ^cos4f*) 


Il  viendra 


17  '.  /  «+P-/\  X+P/^  ON 


I,  dF,  dF,         3p-a,    , 

II,,  =  V  —, h  X  -—■  =  — !-7 (^^ 

•     dx  dy  4 


Si  Sj'j  =  a,  le  premier  membre  de  cette  équation  est  nul,  et  l'on  a  sa- 
tisfait à  l'équation  (4).  Si  3/3  >>  a,  le  premier  membre  est  positif,  quels 
que  soient  x  et  j.  Si  3  [5  <;  a,  le  premier  membre  est  négatif,  quels  que 
soient  a?  et  y. 

Cela  posé,  on  voit  aisément  que  l'on  peut  faire  deux  hypothèses  : 
i"  On  peut  supposer  d'abord  que  l'on  puisse  déterminer  F^,  F3,  . . ., 
F^_, ,  de  façon  à  satisfaire  aux  7  —  2  premières  équations  (  r)  ;  mais  qu'il 
soit  impossible  ensuite  de  déterminer  F^  de  façon  à  satisfaire   à  la 

Journ.  de  Math.  f4^  série),  Tome  I.  —  Fasr.  II.   iS8.5.  ^3 


|-8  II.     POINCARK. 

q  _  I ''•'"*■  équation  (i).  Dans  ce  cas,  </  csl  nécossaircrntMil  pair,  cl  nous 
(Ic'lcrMuucrous  F,^,  connue  il  \iciil  d'cli'c  dil,  de  telle  laeon  (jue 

Nous  poserons  ensuite 

F^  Fo+  F,  +  ...H-F,   ,^  V„. 

Je  (lis  que,  si  /•  est  uu(>  constante  positi\e  sufiisanuuenl  petite,  ré(|ua- 
tion 

F  -=  k 

représentera  une  courbe  fernu'e  qui  sera  un  cycle  sans  contact. 

En  effet,  si  p  est  suffisannnent  petit  (plus  petit  ([ue  p^j  par  exemple), 
la  fotution  F  va  en  tlccroissant  quand  p  dccroîl  de  po  à  zéro,  co  restant 

constant;  car,  si  p  Cï«t  très  petit,  c'est -7-^  =  2p  qui  donne  son  signe 

«p 

,  rIV 

.Soit  k^  la  plus  petite  valeur  que  puisse  prendre  !"'  le  long  du  cercle 
p  =  py,  et  soit  /•  <C  ^'o- 

Il  est  clair  que  F  ^  k  sera  une  courbe  fermée,  ou  plutôt  (pie,  painu 
les  brancbes  dont  se  compose  cette  courbe  algébrique,  il  y  en  a  une 
qui  est  fermée,  ([ui  enveloppe  l'origine  et  qui  (;st  intérieure  au  cercle 
^z=Oq.  C'est  cette  brandie  que  nous  envisagerons  à  Texclusion  de 
toutes  les  autres. 

Maintenant,  pour  qu'il  y  eût  contact  entre  ce  cycle  et  une  de  nos 
trajectoires,  il  faudrait  que  l'on  eut 

,         „  dV         ^r  clV 

<1>  =  X  -r-  -\-\-r  =0. 

dx  dy 

Or  le  polynôme  <I>,  par  hypotbèse,  n'a  pas  de  terme  de  degré  inférieur 
à  <7,  et  ses  termes  de  degré  q  se  réduisent  à 


COUHBES    DJÎFINIES    PAR    LJNE    ÉQUATION    Dl  FFKR  R>TI  ELLE.  I  7<) 

Si  fj  est  inférieur  à  une  certaine  limite  (et  nous  pourrons  toujours  sup- 
poser cpie  pQ  est  inférieur  à  cette  limite),  ce  sont  ces  termes  de  degré  cj 
qui  donneut  leur  signe  à  <!>,  et,  comme  ils  sont  toujours  de  même  signe, 
<1»  ne  peut  pas  s'annuler. 

Il  ne  peut  donc  y  avoir  de  contact  entre  nos  deux  courbes 
Ainsi  l'intérieur  de  la  courbe  F  =  Aq  est  sillonné  j)ar  une  infinité  de 
cycles  sans  contact  s'enveloppant  mutuellement  et  enveloppant  l'ori- 
gine. 

Supposons  Co  négatif  pour  fixer  les  idées,  on  aura,  à  l'intérieur  dn 
cercle  p  =  p», 

dV        „  ^F        ,,  d¥  ^ 
dt  dj-  dv 

Donc,  lorsque  t  tendra  vers  +  oo  ,  le  point  mobile  ira  en  s'éloignant 
de  l'origine  jusqu'à  ce  qu'il  soit  sorti  de  la  courbe  F  =  k^,  et,  ime  fois 
sorti  de  cette  courbe,  il  n'y  pourra  plus  rentrer.  Lorsque  t  tendra  vers 
—  ^  ,  le  point  mobile  se  rapprochera  indéfiniment  et  asymptotique- 
ment  de  l'origine  en  décrivant  une  infinité  de  spires  autour  de  ce  point. 
La  trajectoire  est  donc  une  spirale. 

En  d'autres  termes,  il  y  aura  instabilité,  et  V  origine  sera  un  foyer. 

Si  Co  était  positif,  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  t,  et  l'on  retom- 
berait sur  les  mêmes  résultats. 

Soient,  par  exemple, 

dx  S^^       dy  i%x'^Y — 3>'^ 

dt        "  2  dt  2 

Nous  ferons  F.  =  .r'^  h-  y-,  F3  =  o,  et  la  troisième  équation  (i)  s'écrira 

Nous  avons  vu  qu'il  est  impossible,  en  général,  de  .satisfaire  à  cette 
équation.  Nous  prendrons 

F,=  ^0--;r^)^r, 
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et  il  \  i(Mulra,  coinnic  nous  l'aNons  mi. 

D'après  cv  cjuc  nous  scnons  i\c  \t)ir,  si  ^jS  —  a  n'csl  pas  nul,  l(»s 
rourbes 

seront  des  (  \clos  sans  (ontact,  pour\u  (pic  /  soil  sullisainincnl  pclil. 
Il  \   aura  in^labilitt'^  ci  rori<;in('  sera  ini  lover. 

Su|)posons  maintenant  que  3/3  =  a.  La  troisième  équation  (i)  sera 
alors  satisfaile.  Nous  prendrons  1\,  =  o,  (^t  la  cin(|uièm<'  écjuation  (j) 
séii'ira 

d\\,  _      (ll\,  _ 
^\U         '^  dy    -"  "«• 

On  trouve,  d'ailleurs,  en  faisant  ^'5  =  i ,  «  ^^  '], 

et  l'on  voit  (|u'il  est  possible  de  satisfaire  à  la  cinquième  é([uatiou  (i) 
en  faisant 

Nous  prendrons  ensuite  F.  =  o,  et  la  septième  équation  (  i  )  s'écrira 


y  d.v    ^  df 


Hs, 


ou 


ou 


8Hj(  =  'iox**  —  ()i)x'''y'-  —  /\2x''y^  -f-  i  ■A.v'-y''' 

|H«  =  "ix^  —  i6x'''y'-  —  7if''j'*H-  'j.x'^y'^. 

Posons  X  =  pcosoj,  j  =  p  sinw;  développons  ensuite  II»  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  w,  et  voyons  si  le  ternie  tout  connu 
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est  nul.  On  trouve 


.  Ils 


TT   —  ==  I  2  COS**  co  4-  4  cos'*  OJ  —  I  3  COS  '  (o  H-  2  COS"  <.<>  ; 


(1  OtI 


ir  —  -^^^  I    ''■■' 


8i 
«28* 


Ainsi  il  est  impossible  de  satisfaire  à  la  septième  équation  (  i);  l'origine 
est  donc  encore  un  foyer. 

On  doit  conclure  de  là  que,  si  le  mouvement  d'un  point  mobile  est 
défini  par  les  équations 

(/./■  3a?^       dy  iT-x-v — 3  r' 

(It        -^  "x  dt  2 

la  trajectoire  de  ce  point  sera  toujours  instable,  quels  que  soient  -j.  et  [-j. 

Ainsi  l'on  cherclieraà  résoudre  successivement  toutes  les  équations  (  i  ) , 
et,  dès  qu'on  se  trouvera  arrêté,  on  sera  certain  que  la  trajectoire 
est  instable. 

2"  Mais  il  peut  arriver  aussi  qu'on  ne  soit  jamais  arrêté,  ce  qui  exige 
une  infinité  de  conditions.  Ces  conditions  sont  évidemment  nécessaires, 
pour  que  la  trajectoire  soit  stable,  ou  pour  que  l'origine  soit  un  centre. 
Sont-elles  suffisantes?  C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

Formons  successivement,  à  l'aide  des  équations  (i),  les  polynômes 
Fo,  F.J,  . , .,  F,^,  et  considérons  la  série  infinie 

F  =  F,+  F., +...^F,  +  .... 

Si  elle  est  convergente,  il  n'y  a  pas  de  difficulté,  car  elle  satisfera  à 
l'écpiation 

'i!;x-+-  —  Y^o 

dx  '  dy 

Les  courbes  F  =  y?:  seront  donc  les  trajectoires  du  point  mobile,  et  ce 
seront  des  courbes  fermées  si  k  est  suffisamment  petit. 

Il  reste  à  examiner  si  la  série  F  converge. 

Posons 

X  =  Rcosoj  —  piîsinw,     Y  =  Rsinw  +  (Oi^coso). 
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L'équation  préccdcMito  (hn  i(Mulr;i 

-,-R  +  :7-ii  =  o. 

Nous  i-oiirrons  développer  la  Ibiuiioii  —  -  siiixaiil  les  piiissaïuescrois- 

saiiU's  (le  p,  le  développemenl  coiniueuraiit  par  im  terme  eu  p- :  nous 
écriions 

-  -=p-0,-hp'0,^..., 

$2,  0:,,    . .  étant  (les  f'onelions  de  w.  L'éfpialion  précédente  deviendra 

et,  si  I  on  pose 

les  s^  étant  des  fonctions  de  w. 

Alors  on  déterminera  successivement  les  z,,  à  l'aide  des  équations 
suivantes  qui  remj)laceront  les  é(piations  (i)  : 

\  z'.^  =  '^z/j-^-h  iz/j^, 

(\bi&)   <       .  ,        .  -y       r  r 

^  '     ^    Z.  —  l\Z,0.,-T-  ^z/j,^-^  2Z./j,, 


\    z,  =  [q  —  i)v«^:!+  (7  —  2)zy_203  +  ..  .+  ?iz/j,i_.,  +  -2Z.,0,i_,, 

S'il  est  possible  de  satisfaire  aux  équations  (1)  avec  des  j)olyn(jmes  en- 
tiers en  X  et  eny^  il  sera  possible  de  satisfaire  aux  écjuations  (  i  bis)  avec 
des  fonctions  purement  trigonométriques  de  w  (c'est-à-dire  avec  des 
j)olynômes  en  cosw  et  siuco). 

Si,  au  contraire,  il  n'est  pas  possible  de  satisfaire  aux  équations  (i) 
(c'est-à-dire  si  les  quantités  Co  ne  sont  pas  toutes  nulles),  on  pourra 
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néanmoins  résoudre  les  équations  (i  bis)  et  calculer  successivement  les 
fonctions  z  ;  mais  ces  fonctions,  au  lieu  de  ne  contenir  (\uc  des  termes 
trigonomciriques,  contiendront  des  termes  où  co  entrera,  en  dehors  des 
signes  sinus  et  cosinus,  soit  à  la  première  puissance,  soit  à  une  puis- 
sance supérieure. 

Il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé  de  l'analogie  des  termes  ainsi 
introduits  avec  les  termes  que  les  astronomes  appellent  séculaires.  Il  y 
a,  cependant,  une  différence  essentielle  qu'il  importe  de  remarquer. 
Quand,  dans  les  méthodes  habituelles  de  la  Mécanique  céleste,  on  ren- 
contre un  terme  séculaire,  il  n'est  pas  permis,  pour  cela,  de  concluic 
à  l'instabilité  de  l'orbite;  car  il  peut  se  faire,  ou  bien  que  la  série  soit 
divergente,  ou  bien  que  le  terme  ainsi  obtenu  ne  soit  que  le  premier 
terme  d'un  développement  dont  la  somme  reste  toujours  finie.  (î'est 
ainsi  que  aw  peut  être  le  premier  terme  du  développement 

sin  ato  =  aco  —  —7; 1 .    . . 

6  120 

Il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  qui  nous  occupe  et  avec  la  méthode 
que  je  viens  d'exposer.  Si,  dans  la  suite  des  calculs,  on  rencontre  un 
terme  séculaire,  on  pourra  conclure  immédiatement  à  l'instabilité:  il 
n'est  pas  même  nécessaire,  pour  cela,  que  la  série 


Y  =  p''z,-^p' 


soit  convergente. 


Nous  pouvons  poser  la  question  de  la  convergence  même  dans  le  cas 
où  les  fonctions  2^  contiennent  des  termes  séculaires;  car,  bien  t|iie 
cette  question  présente  alors  beaucoup  moins  d'intérêt,  il  est  avanta- 
geux, pour  arriver  plus  facilement  à  la  solution,  de  se  débarrasser  des 
restrictions  inutiles. 

Commençons  par  dire  quelques  mots  des  trois  cas  simples  suivants  : 

R  0^?  H         ,  do  R         ,    „  ..,h 

-ô  =  '^^'    -ïï  =  (.'^ +/^  )^'    -o=ir  +  p')^/ 

On  trouve  alors,  pour  les  intégrales  générales  des  équations  du  niouvc- 
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nuMif,  (Ml  appelant  /■  une  r()n>taMl(Mrintei;ralit)n. 


A,     --+-1,-'^- 


X-,      -  H-  air  laiiiï/y  —  o  =  X". 


C-liorclions  à  iDniuT  V . 

l^aiis  \c  pmnKM'  cas.  ou  Irouvo  aisoincnl 

F  = 


Dans  le  troisième  cas,  si  nous  posons 

P  ^  y 

1  -+-  p  arc  taiiitp 

le  premier  membre  île  eetle  égalité  sera  une  fonetit)n  lioloinorphe  de 
p  (pour  p  =  o)  qui  s'annule  avec  p,  mais  donl  la  dérivée  ne  s'annule 
pas  avec  :.  On  en  déduira,  d'après  un  théorème  connu, 

^  étant  une  fonction  holomorplie  de  Ç.  On  aura  alors 


F  = 


'H ^ )T- 

'  \i  -+-  p  arc  lanjîp  —  pç/ J 


dette  fonction,  comme  dans  le  premier  cas,  est  holomorplie  en  p  et  '^, 

pt)urvu  que  ces  variables  soient  suffisamment  petites. 

Dans  le  deuxième  cas,  on  ne  peut  apj)liquerce  procédé,  j)arcc  (pie 

la  fonction 

I 


n'est  pas  holomorplie.  Posons  alors 


*  *  w  ^ 


en  développant  F  non  plus  suivant  les  puissances  de  p,  mais  suivant 
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celles  de  ç>.  On  déterminera  ensuite  les  fonctions  H  successivement  à 
l'aide  des  équations  suivantes  : 


(i  ter) 


I  ».  =  {p 


H, 


ir^?') 


Les  fonctions  H  ainsi  définies  sont  des  polynômes  entiers  en  ^,  et  il  est 
aisé  de  voir  que  tous  les  coefficients  sont  positifs,  que  le  degré  de  H„ 
est  9.  («  H-  i),  et  que  ce  polynôme  H„  ne  contient  pas  de  terme  de  degré 
plus  petit  que  n  -h  i. 

Soient  S„  la  somme  des  coefficients  de  H„  et  S„  celle  des  coefficients 

de  sa  dérivée  —j-^;  H„  étant  de  degré  2.[n  -\-  i)\  on  aura 
D'ailleurs,  les  formules  (i  ter)  nous  donnent 


d  ou 


et 


S..,<4S„(/^  +  i) 


Supposons  ^  positif  et  plus  petit  que  i.  et  envisageons  le  terme  gé- 
néral de  la  série  qui  définit  F:  on  aura 


H, 


<(4p?y' 


Si  donc  p'j  est  positif  et  plus  petit  que  },  la  série  est  convergente  et, 
comme  tous  ses  termes  sont  positifs,  absolument  convergente. 

Jourii.  (le  Math.  (4*  serie\  tome  1.  —  F;isc.  Il,  i8S5.  ^-4 
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La  conclusion,  c'est  que  K  esl  une  fonelion  lioloniorjihe  de  p  el  dt* 
o,  pourvu  que 

1H<''     \P9\<\' 

Il  était  aisé  de  prévoir  ce  résultat.  Posons,  en  effet, 

Je  dis  que  Ç  est  une  fonction  lioloni()rj)lie  de  p  el  de  9  dans  l(>  voisi- 
nage du  point  p  =  ©  —  o.  Pour  cela,  il  faul  démontrer  deux  choses  : 

i''  QueÇ  tend  v(>rs  zéro,  toutes  les  fois  (juep  el  cp  lendeni  simultané- 
ment vers  zéro. 

En  effet,  si  p  el  o  tendent  vers  zéro,  les  deux  mend^res  de  l'étjua- 
lion  (  ))  croîtront  indéfiniment.  Or,  j)our  i\uo, 

croisse  indéfiniment,  il  faut  que  'Ç  tende  vers  zéro  ou  vers  —  i.  Mais, 
si  la  valeur  iniliah^  de  Ç  est  suffisamment  voisine  de  zéro,  il  faudra 
que  Ç  tende  vers  zéro  et  non  pas  vers  —  i.  Il  suffira  de  le  vérifier,  ce 
qui  est  facile,  lorsque,  9  et  l'argument  de  p  restant  constants,  le  mo- 
dule de  p  tend  vers  zéro.  Cela  sera  suffisant,  parce  que  nous  allons  \  oir 
un  peu  j)lus  loin  que  'Ç  est  une  fonction  uni/orme  de  p  c[  d(î  (p. 

2"  Il  faut  démontrer  ensuite  que  ^  revient  a  la  même  valeur  quand 
p  décrit  dans  son  plan,  et  w  dans  le  sien,  un  contour  suffisamment  petit 
enveloppant  le  point  zéro.  Or,  dans  ces  conditions,  le  premier  et,  par 
conséquent,  le  second  membre  de  l'équation  (."))  augmenteront  d'un 
multiple  de  2/71,  ce  qui  fera  décrire  au  point  Ç  un  contour  fermé  enve- 
loppant le  point  zéro. 

Donc  Ç,  et,  par  conséquent, 

F  =  :- 

sont  une  fonction  holomorphe  de  p  et  de  o  si  ces  variables  sont  assez 
petites. 

Supposons  maintenant 

-  fi  =  P(?)  =  ?='  +  P?^ +  -?'■  +  ••   . 
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P(p)  étant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  p  et  conver- 
gente, pourvu  que  p  soit  suffisamment  petit. 

L'intégrale  générale  des  équations  différentielles  sera 


w  +  /  FTT^  =  const. 


r  dp 
On  trouvera,  d'ailleurs, 

Q(p)  étant  une  fonction  de  p  holomorphe  pour  p  =  o. 
Posons  maintenant 

(5  bis)  '-  +  fiLp  +  Q(p)  -  co  =  1  -  /3Lr  +  Q(Ç). 

Nous  considérerons,  parmi  les  fonctions  Ç  qui  satisfont  à  cette  équa- 
tion, celle  qui  se  réduit  à  p  pour  w  =  o.  Je  dis  que  ce  sera  une  fonction 
holomorphe  de  p  et  de  w,  si  ces  vaiiables  sont  suffisamment  petites. 

Pour  cela,  il  faut  faire  voir  que,  si  p  et  co  sont  assez  petits,  Ç  est  une 
fonction  luiiforme  de  p  et  de  oj  qui  tend  vers  zéro  quand  ces  variables 
tendent  simuUanément  vers  zéro.  Le  raisonnement  serait  absolument 
le  même  que  dans  le  cas  précédent.  Il  en  résulte  que 


est  une  fonction  holomorphe  de  p  et  de  w. 

H  est,  d'ailleurs,  aisé  de  trouver  les  coefficients  du  développement 
de  F  suivant  les  puissances  de  p  et  de  oj.  Écrivons,  en  effet, 

F  =  Ho  +  H,  w  H ; h. .  .  ~  — -^ , 

P(p)  =  I«,o/% 
H,=  lA,,,p/'. 

Nous  supposerons,  ce  qui  est  utile  pour  notre  objet,  que  tous  les  a^, 
sont  positifs,  et  nous  pourrons  trouver  deux  nombres  /j,  et  a,  tels  que 
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r.os  II  nous  seront  donnés  par  les  équations 

"«.-.  =  P(P)^'- 
Nous  adopterons  la  notation  suivante  :  l'inégalité 

avec  un  double  signe  d'inégalité,  signifiera  (  lorsque  les  coelficients  des 
fonctions /et  ç)  développées  suivant  les  puissances  d(;  p  sont  positifs, 
ce  que  nous  supposerons)  que  chaque  coefficient  de  /"  est  plus  pcîtit 
que  le  coefficient  correspondant  de  9.  Nous  pourrons  écrire  alors 


1  —  ap 
Je  dis  qu'on  pourra  toujours  trouver  un  nombre  M„,  tel  que 

Supposons,  en  effet,  que  cela  soit  vrai  j)our  Iï„,  je  dis  que  cela  sera 
vrai  pour  H,,^,.  Il  viendra,  dans  cette  hypothèse, 

dH„       M„a«!(2«-M)        2aM„(«  +  i)! 
dp     ^      {i  —  apy"+-     '"     (i  — a,s)-"+"^   ' 
d'où 

u        _  p  dU^     ,  2aixM„{n  +  i)!  _ 

d'où 

Il  vient  alors 


f=s%^-i;(^ 


Mo(2a[i.w)'^  M„ 


ap)'"'^"'         I  —  ap  9.0  [xui 


{i-apf 
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On  conclut  de  cette  inégalité  que  la  série  F  converge,  pourvu  que,  j)ar 
exemple, 

Mais  il  est  aisé  de  voir  que  le  développement  de  Hq  commence  par  un 
terme  en  p^,  celui  de  H,  par  un  terme  en  p^,  . . .,  celui  de  H„  par  un 
terme  en  p"^-.  Donc  la  fonction  F  est  une  fonction  liolomorphe,  non 
seulement  de  p  et  de  w,  mais  de  p  et  de  p<'j>,  La  série  F  convergera  donc, 
pourvu  que 

I  û  I  <  — ,     \p^'>\<    /  >    • 
'  '    '         '.irt        '  '      '  iba-  [x 

Donc  cette  série  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  oj  com- 
prises entre  zéro  et  27:,  pourvu  que 


'62  a^  [xt: 


Voici  comment  ce  qui  précède  se  rattache  aux  principes  exposés 
par  MM.  Briot  et  Bouquet  dans  le  XXXVP  Cahier  du  Journal  de 
V Ecole  Polytechnique. 

Considérons  «  comme  une  constante;  nous  aurons,  entre  Ç  et  p, 
l'équation  différentielle 

ou 

^j;  représentant  un  ensemble  de  termes  de  degré  au  moins  égal  à  i>  en 
Ç  et  en  p.  Posons 

Il  viendra 

P^  =y  +  u'-f-/3(n-u)2pi;-h(i4-u)-^, 

la  fonction  ^  contenant  p-  en  facteur. 

C'est  là  un  type  d'équations  qui,  d'après  un  théorème  de  MM.  Briol 
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el  liouqiiet,  adiiiiH  niu'  infinité  d'intégrales  lioloiuorphes,  s'annulant 
avec  p. 

Donc  Ç  est  fonction  liolomorphc  (le  p.  c.   q.   f.    d. 

Passons  maintenant  au  cas  général. 

Il  importe  d'abord  de  rappeler  elde  préciser  le  sens  de  lanotation  < 
déjà  employée  plus  haut.  Quand  j'écrirai  dans  ce  cjui  va  suivre  : 

/(p,  f.»)<(p(p,  w), 

je  regarderai  les  deux  fonctionsy  et  ç)  connue  développées  suivant  les 
puissances  croissantes  de  p.  Les  coefficients  des  deux  développements 
seront  des  fonctions  de  w  que  je  regarderai  momentanément  comme 
une  constante  et  que  je  supposerai  réelle  et  com|)ris(^  entre  zéro  et  27:. 
{.'inégalité  signifiera  alors  que,  pour  toutc^s  les  valeurs  réelles  de  w 
comprises  entre  zéro  et  2;:,  tous  lescoefficienlsdudcveloj)pement  de  ç) 
sont  positifs  et  ])lus  grands  en  valeur  absolue  que  les  coefficients  cor- 
res])on(lanls  du  développement  de  /". 

Soient 

R^p2-l-I\,p^'+...+  R^,p/', 

1>  =  I  +  i2,  p  -f-  1>2  p-  -4- ...  4-  a^f. 

Les  coefficients  R,  et  Hi  des  deux  polynômes  R  et  ii  seront  des  fonc- 
tions trigonométriqucs  de  w.  Supposons  (pie  toutes  ces  fonctions  trigo- 
nométriques  restent  constamment  inférieures  en  valeur  absolue  à  une 
certaine  quantité  positive  L    II  viendra 

,g  _H._.     (p^  +  p^  +  ...~^p/')L      ^  pM. 


i>     "   I  —  (  p  4-  p2  -H  .  .  .  -H  p-/)  L  J  —  p  (  L  4-  I  ) 

La  fonction ^f-y' "\  ^^^^  ^^^  dépend  que  de  p  est  développable 

suivant  les  puissances  de  p,  pourvu  que  p  soit  suffisamment  pcîtit. 

Il  en  résulte  qu'il  exi>te  une  série  F,  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  p  et  de  w,  convergente  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  «  comprises  entre  zéro  et  271,  pourvu  que  p  soit  suffisamment  petit, 
et  satisfaisant  à  l'égalité 

^  _  f/F,  p-L 

dio  dp    I  —  p  (  L  -h  1  ) 
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De  plus  F,  se  réduit  à  p-  pour  w  =  o.  Posons,  comme  plus  haut, 

F      =    ^^2  ?"  ~l~    ^3  ?'     -h  ...-{-    Z^O''  -\-  ...  , 

.  F,  =  Wo  p-  -h  ll:i  p'  +.  .  .-\-  U^f  -^ 

Les  fonctions  z^  seront  définies  par  les  équations  (i  bis)  et  les  fonc- 
tions My  par  les  équations  analogues 

11^=^1, 

(7)       «y  =  (^-0"y-.^'. -+-(^-  2)w^_oO;, +...-4-  2M,o;_,, 

où 

Cela  posé,  je  dis  qu'on  aura  constamment,  w  étant  réel  et  plus  peut 
que  27:, 

(8)  I^.K".- 

Pour  cela,  je  vais  supposer  que  l'inégalité  (8)  a  lieu  pour  z.y,  z^,  . . ., 
s^_,,  et  démontrer  qu'elle  a  encore  lieu  pour  s^. 

En  effet,  s'il  eu  est  ainsi,  on  a,  en  comparant  les  relations  (i  bis), 

(6)  et  (7), 

(9)  I4I<<- 

La  fonction  Zç  n'est  pas  entièrement  déterminée  par  les  équations 
(i  bis);  ces  équations  ne  nous  donnent  en  effet  que  la  dérivée  de  z^  en 
fonction  de  z^,  z^,  . . .,  Gy_,.  Il  en  résulte  que  z,^  n'est  connue  qu'à  une 
constante  d'intégration  près.  INous  disposerons  de  cette  constante  de 
telle  façon  que  z^  s'annule  avec  w. 

Dans  ces  conditions,  l'inégalité  (9)  entraîne  l'inégalité 

(8)  l^yl  <  "ï»  C.    Q.   F.    I). 

Donc  on  a 


IC)2  H.     l»01NCARi:. 

Cl,  comme  pour  les  petites  valeurs  de  p,  F,  est  convergent  quand  w 
varie  de  zéro  à  'in,  il  en  sera  de  même  de  F. 

Alais,  d'après  la  façon  dont  nous  avons  délermirié  les  z,^,  ce  sonl  des 
fonctions  trigonomélriques  de  w  (dans  le  cas  où  tous  lesC,,  sont  nuls). 
Si  donc  F  converge  j)onr  les  valeurs  de  o)  comj)rises  entre  zéro  et  271, 
cette  série  devra  converger  |)our  toutes  les  valeurs  réelles  de  t,). 

11  est  à  remarquer  que,  si,  partant  de  la  série  F  telle  que  nous  venons 
de  la  définir,  on  rej)asse  des  coordonnées  polaires  p  et  oi  aux  coor- 
données rcctilignes  x  et  j,  F  ne  sera  plus  une  série  ordoiniée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  .r-  et  de  y.  Cela  fient  à  la  façon  dont  nous 
avons  disposé  des  constantes  d'intégration,  de  façon  (pie  z,^  s'annule 
avec  0). 

Il  pourra  se  faire  alors,  par  exemple,  que  l'on  ait 

F  =  p"-^  -h  p'' ( I  —  cos (,))  -\-.  . ., 
ce  qui  donne 

F  =  .T^  -h y-  +  ( .V'  -+-y^)'—  x{x-  -hy-}  4-  — 

En  effet,  si  l'on  tient  à  ce  que  F  soit  une  fonction  holomorphe  de  x 
et  dey,  on  peut  disposer  de  la  constante  d'intégration  (que  nous  avons 
appelée  pins  haut  A,,)  lorsque  «jr  est  pair,  maison  n'en  peut  |)lns  dis- 
poser quand  g  est  impair.  Il  ne  sera  donc  pas  possible  en  général  de 
s'arranger  pour  que  Zç  s'annule  avec  w 

Cela  n'a  d'ailleurs  que  peu  d'imj)ortance  au  point  de  vue  qui 
nous  occupe,  mais  il  est  aisé  de  tourner  la  difficulté.  On  a 

^  _       R  rfF 
dix)  12  dp 

Soit  F^  ce  que  devient  F  quand  on  y  change  p  en  —  p,  et  oj  en  «  -+-  71. 
On  aura  encore,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier, 

dF,  _       R  dF.2 

dbi  ~^        a    dp 

car  —  —  change  de  signe  quand  on  y  change  p  et  —  jo,  et  00  en  w  4-  tt. 
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Oïl  aura  donc  encore 

^(F  +  F,)  _  _  R  (/(F  +  F2) 
c/to  il  r/p 

et  la  série  F  +  F2  sera  convergente  pour  tontes  les  valeurs  réelles  de 
à),  pourvu  que  p  soit  suffisamment  petit.  Si  d'ailleurs  on  repasse  aux 
coordonnées  rectilignes  x  ety,  F  +  F^  sera  une  fonction  holomorphe 
de  X  et  de  y.  On  voit  donc  qu'il  existe  toujours,  si  tous  les  C^  sont 
nuls,  une  série  ¥  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x 
et  de  y  et  satisfaisant  à  l'équation 

„  clF        ,,  clF 
X-r-  +  Y-r-  =  O. 
rtj;  ay 

En  résumé,  pour  que  r  origine  soit  un  centre,  c' es /-à- dire  pour  que  la 
trajectoire  du  point  mobile  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les 
quantités  que  nous  avons  appelées  C^  soient  nulles  à  la  fois. 

Toutefois,  il  sera  souvent  difficile  de  reconnaître  si  ces  conditions, 
en  nombre  infini,  sont  remplies  à  la  fois.  11  y  a  donc  intérêt  à  signaler 
des  cas  où  l'on  est  certain  d'avance  que  tous  les  C^  sont  nuls. 

Je  ne  signalerai  que  le  plus  simple  d'entre  eux. 

Supposons  que,  quand  on  change  j  en  —  r,  sans  changer  x,  X  se 
change  en  —  X  et  que  Y  ne  change  pas.  Je  dis  que  les  trajectoires  du 
point  mobile  seront  des  courbes  fermées  symétriques  par  rapport  à 
l'axe  des  x. 

En  effet,  partons,  pour  ^  =  o,  d'un  point  initial  situé  sur  l'axe  des 
.r.  La  vitesse  initiale  du  point  mobile  sera,  d'après  les  hypothèses  faites, 
perpendiculaire  à  cet  axe.  Si  l'on  change  t  en  —  t,  y  en  —  y,  x  en  —  x, 
les  équations  du  mouvement  et  ses  conditions  initiales  ne  changent 
pas.  Donc  le  point  mobile  occupera  aux  temps  ^  en  —  ^  deux  points  du 
plan  symétrique,  par  rapport  à  l'axe  des  x.  D'après  la  forme  des 
équations,  si  le  point  de  départ  de  notre  mobile  est  suffisamment 
voisin  de  l'origine,  il  arrivera  à  une  époque  /^  où  sa  trajectoire  viendra 
recouper  l'axe  des  x.  Ainsi,  aux  deux  époques  t^  et  —  /„,  le  point 
mobile  occupera  un  même  point  de  l'axe  des  x.  Sa  trajectoire  sera 
donc  une  courbe  fermée,  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elle  doit 
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vive  s\  métrique  par  rapj)ort  à  l'axe  des  a:.  Doue  on  est  eerlain  (ravanee 
(|ue  tous  les  Cj)  sont  nuls. 

Ou  ivneonlre  un  exeui|)le  i\u  cas  (jue  nous  venons  de  signaler  dans 
un  problème  astronomique  sur  lequel  M.  Tisseiand  a  bien  voulu 
appeler  mou  alfenlion.  Delauuay  a  i-eneoniré  dans  sa  théorie^  de  la 
f.une  les  équations  sui\antes  : 

^  =  M(i  H-M,e^-f-]M,e')sin^, 

J^  =N(i4-N,e=^  +  N,e*  +  N3e«)  -f-  ^'(i  -^  l\e' -{- V,r')vnsO. 

Ou  suppose  que,  pour  t  =  o,  e  est  très  petit  et  ((ue,  le  coefficient  M 
étant  de  l'ordre  du  carré  de  cette  petite  quantité,  les  autres  coefficients 
sont  finis  [Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XXVIII,  p.  107). 

Delaunav  donne  les  expressions  suivantes 

ecosC  =  lXiCosi{at  -h  c), 
e  sin^  =  Ihi  Mni{al  -h  c); 

mais  il  ne  traite  pas  la  question  de  la  convergence  et  de  la  possibilité 
du  développement. 

Les  équations  sont  de  même  forme  que  celles  que  nous  étudions. 
Posons,  en  effet, 

ecosO  =  x,     esmS=y, 
il  viendra 

^  =  Marj(M,  -  P,  -h  MoC-  -  l\^e') 

-Nj(i+N,e-  +  N,e^4-N3e«)  =  X, 


^  =  M4-Mr-(M,+M2e^; 


d^    _ 

t  ~ 

-+- Ma7'(P,  +  P.e=^)  4- N^(i +■  N,  e=  4- Noc'' +  N^e")  =  Y, 
ou 

e^  =  x^  -4-7'; 

X  et  Y  s'annulent,  pour  j^  =  o, 

(10)     M(i  4-P<a?-  +  V.x'')-i-'Nx{i  -+-  N,^*  +  N2^'*-h  N3a;'')  =  o. 
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En  vertu  des  hypothèses  faites  sur  les  coefficients,  l'équation  (lo) 
est  satisfaite  pour  a?  =  ^,,  a?,  étant  une  quantité  très  petite  de  l'ordre 
de  M. 

Le  point  x  =  x^,  y  =  o  est  un  centre;  car  X  change  de  signe  et  Y 
ne  change  pas  quand  on  change  y  en  —y-  On  est  donc  certain 
d'avance  que  toutes  les  quantités  que  nous  avons  appelées  C„  sont 
nulles  à  la  fois. 

Il  eu  résulte  que  x  et  y  sont  des  fonctions  périodiques  du  temps  t, 
qui  peuvent  être  représentées  par  des  séries  de  la  forme  obtenue  par 
Dclaunay. 

Si  Ton  a  reconnu  d'une  manière  ou  d'une  autre  que  toutes  les 
quantités  Co  sont  nulles,  on  est  certain  qu'il  y  a  autour  du  centre  une 
certaine  région  du  plan  R  qui  est  sillonnée  par  des  courbes  fermées 
ou  cycles  enveloppant  le  centre  et  qui  sont  les  trajectoires  du  point 
mobile  dans  la  région  considérée.  Au  delà  de  la  région  R,  les  trajec- 
toires seront  en  général  des  spirales.  Cette  région  sera  limitée  par  un 
certain  cycle  frontière  qui  sera  la  dernière  trajectoire  fermée.  Je  dis 
que  ce  cycle  frontière  doit  passer  par  un  point  singulier. 

En  effet  nous  pourrons  toujours  tracer  un  arc  sans  contact  venant 
couper  ce  cycle  frontière,  ainsi  que  les  trajectoires  fermées  qui  en 
sont  très  voisines  et  se  prolongeant  au  delà  de  ce  cycle  frontière  et 
en  dehors  de  la  région  R.  Nous  définirons  la  position  d'un  point  sin- 
cet  arc  à  l'aide  d'un  paramètre  t  qui  sera,  par  exemple,  nul  sur  le  cycle 
frontière,  négatif  à  l'intérieur  de  la  région  R  et  positif  à  l'extérieur  de 
cette  région. 

Reportons-nous  maintenant  au  Chapitre  V  (IP  Partie)  et  à  ce  que 
nous  avons  appelé  la  loi  de  conséquence 

Pour  les  valeurs  négatives  de  t^,  on  est  à  l'intérieur  de  R;  les  tia- 
jectoires  sont  fermées  et  l'on  a 

Au  contraire,  pour  les  valeurs  positives  de  t^,  on  est  hors  de  K;  les 
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trajectoires  ne  sont  plus  fermées,  et  l'on  a 

9.(^o)3'o. 

Il  est  donc  impossible  que  la  fonction  (p,  soit  holomorplic  pour 
/„  =  o.  Donc,  en  vertu  du  théorème  XIII  (p.  255),  le  cycle  frontière 
doit  aller  passer  par  un  point  singulier. 

CHAPITRE  XI 1. 

ÉQUATIONS    DE    DEGRlï    SIIPKRIEU  R. 

Nous  allons  étudier  maintenant  les  équations  différent ielles  du 
premier  ordre  et  de  degré  supérieur,  c'est-à-dire  les  équations  de  la 
forme 

(i)  F(x,y,g)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  entier  en  x,  y  et  -j-- 

Voici  le  mode  de  représentation  géométrique  que  nous  adopterons. 
Nous  pourrions  d'abord  envisager  la  surface 

(2)  F(a7,  j,  z)  — o, 

et  exprimer  les  équations  du  mouvement  du  point  mobile  sur  cette 
surface,  de  la  façon  suivante 

(2  bis) 

de  telle  sorte  que  ^77'  7^'  -77  sont  égaux  à  des  polynômes  entiers  en  x, 

y,  ^• 

c'est  là  le  mode  de  représentation  le  plus  simple,  toutes  les  fois 
que  la  surface  ¥{x,  y,  z)  n'a  pas  de  nappes  infinies  ou  de  singularités 
gênantes  Mais  il  peut  èlre  avantageux,  dans  certains  cas,  d'employer 
un  mode  de  représentation  plus  général. 


dx 

dV 

dy 

dV 

dz 

_  dV           dF 



rr 

dx           dy 

dt   ~ 

dz' 

dt  ~ 

''  dz' 

dt 
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Posons 

(3)  ^  =  (^i{x,y,  z),     Yi  =  o.^{x,y,  z),     <^  =  (Ozi^c,  y,  z), 

les  fonctions  çp,,  <p2  et  cpj  étant  rationnelles  en  x,  y,  z. 

Sauf  dos  cas  exceptionnels  que  nous  laisserons  de  côté,  on  déduira 
des  équations  (2)  et  (3)  les  équations 

(4)  F,(S,v,.Ç)  =  o 
et 

(5)  x  =  Q,{lrn,Ç),    y=e,{-^,Yi,^),     z  =  Q,[%,n,^), 

F,  étant  un  polynôme  entier  et  5,,  ^o,  0^  des  fonctions  rationnelles. 
Les  deux  surfaces  (2)  et  (4)  se  correspondront  alors  point  par  point 
par  une  transformation  birationnelle,  et  l'on  aura 

d^  d(\  f/Ç 

les  fonctions  ^'i.  J^2  6t  i^j  étant  rationnelles. 

On  pourra  disposer  de  ce  qu'il  y  a  d'indéterminé  dans  la  transfor- 
mation birationnelle  (3)  pour  que  la  surface  (4)  n'ait  pas  de  nappes 
uifinies  et  aussi  pour  atteindre  différents  autres  buts,  par  exemple 
poiu'  faire  disparaître  des  singularités  gênantes.  Voici  tlonc  comment 
nous  nous  poserons  le  problème  des  équations  différentielles  de  degré 
supérieur. 

On  donne  une  surface  S  ayant  pour  équation 

¥{x,j,z)  =  o 

et  n'ayant  pas  de  nappes  infinies;  et  l'on  demande  d'étudier  le  mouve- 
ment d'un  point  mobile  sur  celte  surface,  les  équations  du  mouvement 
étant 

dx  ^        dy  ^       ch  

dl    ~      '       dl   ~      '      dt  ~     ' 
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où  X,  Y  ot  Z  sont  (les  polynomos  (Miticrs  en  x,  y,  z  avec  la  condition 

iij:  a  y  liz 

Ktudions  d'abord  les  trajectoires  du  point  niol)ile  dans  le  voisinage 
d'nn  point  ]M  de  la  surface.  Nous  dislinj^uerons  le  cas  où  le  |)oint  :M 
est  lui  point  ordinaire  de  la  surface  S  (lout  en  ])()uvant  être  un  point 
singulier  pour  les  ccpialions  diKérentielles)  et  le  cas  où  le  point  M  est 
un  point  vsingulier  de  la  siu'tace  S. 

Dans  le  premier  cas,  on  pourra  exprimer,  dans  le  voisinage  du  point 
INI,  X,  y  et  z  par  des  fonctions  liolomorplies  de  i\Qux  paramètres  a  et  v 
et  de  telle  façon  que  les  trois  déterminants  (onctionnels 

l^l£iZ},    ^^ (■•'•'  -•''    et    ^^^•'''  ^^ 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois. 
On  j)ourra  écrire  alors 

du        ,  r       fil.-       .. 

U  et  V  étant  des  fonctions  holomor])li('s  en  a  et  en  ç.  On  est  alors 
ramené  à  l'étude  des  courbes  planes  définies  par  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  et  du  premier  degré;  car,  dans  le  voisinage 
i\u  point  considéré,  les  fonctions  U  et  V  ont  tous  les  caractères  des 
j)()lvnomes  entiers. 

Si  le  point  considéré  est  un  point  ordinaire,  il  passe  par  ce  point  une 
trajectoire  et  nne  seule. 

Si  c'est  un  point  singulier  de  l'équation  différentielle,  c'est-à-dire  si 
U  =  Y  =  o,  ce  peut  être  un  col,  u\\  foyer,  un  nœud  ou  un  centre,  pré- 
sentant les  mêmes  pro])riélés  que  les  points  de  même  nom  définis  dans 
la  I^^  Partie. 

Dans  le  cas  des  équations  (2)  et  (2  his)  les  points  singuliers  sont 
donnés  par  les  équations 

^  _  (IV  ^     d¥  _ 
'      dz         dx  dv 
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Siij3posons  maintenant  que  le  point  envisagé  soit  ini  point  singniier 
j)our  la  surface  S  elle-même,  c'est-a-dire  que  l'on  ait 

dV  _d¥  _  dV  _ 
dx         dy         dz 

Ce  C.1S  se  ramène  au  précédent.  Supposons  d'abord,  par  exemple, 
que  la  surface  S  présente  une  com^be  douljle,  que  le  point  considéré 
soit  un  point  de  cette  courbe  double,  et  que  les  deux  plans  tangents 
en  ce  point  soient  distincts.  Alors  on  pourra  exprimer,  dans  le  voisi- 
nage du  point  envisagé,  x,  y  e\.  z  en  fonctions  holomorphes  de  deux 
paramètres  u  et  v,  et  cela  de  deux  manières,  l'une  des  manières  se 
rapportant  A  l'une  des  nappes  de  la  surface  qui  passent  par  la  courbe 
double,  et  la  seconde  manière  à  l'autre  nappe.  On  retombe  donc  sur 
le  cas  précédent. 

De  même,  supposons  que  le  point  considéré,  que  nous  pourrons 
prendre  pour  origine  des  coordonnées,  soit  un  point  conique  du  second 
ordre.  Soit,  par  exemple, 

F  =  F,  +  F3  4-...4-F„, 

F,  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  i  en  x,  y,  z.  Considérons  la 
portion  de  cette  surface  qui  est  voisine  de  lorigine,  c'est-à-dire  du 
point  conique.  Je  dis  que  nous  pourrons,  par  une  transformation 
birationnelle,  transformer  cette  portion  de  surface  en  une  autre  qui 
n'aura  pas  de  point  singulier.  Il  suffit  pour  cela  de  poser 


?=^(i-^),    ■n  =  ^{i-z),    ç  =  i 


d'oii 


ou 


Cette  transformation  birationnelle  est  donc  réciproque  et  elle  a  pour 
effet  de  transformer  la  surface  F  dans  la  suivante  : 


'■Y.^^z"-^[l-z)Y:,-\-  ô"^(l-2)2F,+...+  (l-3)«F„=0. 
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Celle  surface  transformée  est  coupée  par  le  plan  z  =  i  suivant  la  co- 
nique 

Fo(.r,  y,  i)  —  o, 

et  elle  ne  présente  pas  de  point  singulier  le  long  de  cette  conique. 
D'ailleurs,  la  portion  de  la  surface  S,  voisine  i\n  point  conique,  de- 
vient, après  la  transformation,  la  portion  de  la  surface  transformée 
voisine  de  cette  conique,  c'est-à-dire  une  portion  de  surface  dépourvue 
de  point  singulier. 

On  est  donc  encore  ramené  au  cas  j)récédent.  D'ailleurs,  nous  su])- 
poserons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  surface  S  ne  présente  pas  de 
pareils  points  singuliers. 

D'après  les  hvpothèses  faites,  la  surface  S  qui  est  algébrique  n'a  pas 
de  nappes  infinies;  elle  se  comj)ose  donc  d'un  cerlani  nondjre  de 
nappes  fermées  S,,  So,  ...,  S^  séparées  les  unes  des  autres.  Au  point 
de  vue  qui  nous  occupe,  il  nous  suffira  d'étudier  séparément  la  forme 
des  trajectoires  sur  une  de  ces  nappes,  sur  la  nappe  S,  j)ar  exemple. 

Il  est  une  notion  qui  va  jouer  un  rôle  fondamental  dans  ce  qui  va 
suivre,  c'est  le  genre  de  la  nappe  S,  au  point  de  vu(^  de  la  géométrie 
de  situation. 

Voici  la  définition  de  ce  genre.  Si  l'on  peut  tracer,  sur  la  surface 
fermée  S, ,  p  cvcles  fermés  n'avant  aucun  point  comnum,  sans  part.-iger 
la  surface  en  deux  régions  séparées,  et  si  l'on  n'en  peut  tracer  da- 
vantage, on  dira  que  la  surface  S,  est  de  genre/?  (ou  ce  qui  revient  au 
même  qu'elle  est  ip  -h  i  fois  connexe).  Ainsi  la  sphère  est  de  genre  o, 
parce  qu'on  ne  peut  y  tracer  de  cvcle  fermé  sans  partager  sa  surface 
en  deux  régions.  Le  tore  est  de  genre  i,  parce  qu'un  cercle  méridien 
ou  un  cercle  parallèle  ne  le  divise  pas  en  deux  régions;  et,  si  l'on  a 
tracé  sur  la  surface  un  cercle  méridien,  par  exemj)le,  on  ne  peut  plus 
y  tracer  un  nouveau  cvcle  fermé,  ne  rencontrant  pas  le  premier,  sans 
partager  le  tore  en  deux  régions. 

Terminons  ce  Chapitre  en  étendant  au  cas  qui  nous  occupe  un  théo- 
rème important  de  la  première  Partie. 

Nous  conserverons  la  convention  faite  au  commencement  de  la 
deuxième  Partie,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons  que  toute  trajec- 
toire qui  va  passer  par  un  nœud  est  arrêtée  à  ce  nœud,  et  que  toute 
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trajectoire  qui  va  passer  par  un  col  est  continuée  soit  à  droite,  soit  à 
gauche,  par  l'une  des  brandies  de  courbe  qui  vont  passer  par  ce  col. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  les  trajectoires  peuvent  se  partager  en 
quatre  catégories  : 

i"  Les  cycles  ou  courbes  fermées; 

2"  Les  trajectoires  cpii  sont  arrêtées  à  un  nœud; 

3"  Les  trajectoires  qui  se  terminent  en  tournant  indéfiniment  au- 
tour d'un  foyer  dont  elles  se  rapprochent  asymptotiquement; 

4*^  Les  trajectoires  que  l'on  peut  prolonger  indéfiniment  sans  jamais 
revenir  au  point  de  départ,  sans  jamais  rencontrer  un  nœud  ou  se 
rapj)rocher  asymptotiquement  d'un  foyer. 

Il  est  clair  que  la  longueur  de  ces  dernières  est  infinie,  soit  qu'on 
compte  cette  longueur  d'arc  sur  la  surface  S,  elle-même,  soit  qu'on  la 
compte  siu'  la  projection  de  la  courbe  sur  un  plan  quelconque. 

Considérons  maintenant  une  trajectoire  qui  ne  rencontre  aucun 
(îycle  algébrique  qu'en  un  nombre  fini  de  points.  Il  est  évident  qu'elle 
ne  pourra  appartenir  à  la  troisième  catégorie,  car  tout  arc  algébrique 
passant  par  un  foyer  rencontre  en  une  infinité  de  points  toute  trajec- 
toire qui  tourne  indéfiniment  autour  de  ce  foyer.  Je  dis  qu'elle  ne 
pourra  pas  non  plus  appartenir  à  la  quatrième  catégorie.  Pour  cela, 
je  vais  faire  voir  que,  en  supposant  qu'une  trajectoire  de  cette  caté- 
aorie  ne  rencontre  aucun  cycle  algébrique  qu'en  un  nombre  fini  de 
j)oinfs,  on  trouverait  cpie  la  projection  de  celte  trajectoire  sur  lui  cer- 
tain plan  devrait  avoir  une  longueur  finie,  ce  qui  est  contraiie  à  ce 
fjue  nous  venons  de  voir. 

En  effet,  considérons  la  portion  de  la  trajectoire  décrite  parle  point 
mobile  dej  uis  une  certaine  époque  /  =  /o  que  nous  déterminerons  da- 
\antage  plus  loin,  jusqu'à  /  =  h-  oc  . 

Nous  ])arfagerons  la  surface  S,  par  un  certain  nombre  de  cvcles  al- 
gébriques en  un  certain  nombre  de  régions,  telles  que  chacune  d'elles 
ne  puisse  être  nncontrée  qu'en  un  seul  point  par  une  j  aralièle  à  l'axe 
des  z.  Ces  cycles  algébriques  ne  seront  rencontrés  par  la  traj(  ctoire 
qu'en  un  nombre  fini  de  (  omts.  Donc  nous  pourrons  |)rendre  /q  assez 
grand  pour  que,  à  partir  d  •  lépoque  /„,  le  point  mobile  n>'  rencontre 
plus  aucun  de  ces  cycles  et  reste,  par  conséquent,  à  l'intérieur  d'une 
des  régions  que  nous  venons  de  définir. 

Jonr/i.  de  Math.  (4''  série),  tome  l.  —  Fasc.  II,  i(S85.  20 
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Il  anivora  alors  que,  à  partir  do  Tépoquo  /„,  la  projoclion  du  poinl 
mobile  sur  le  plau  des  .rvn^slera  coiislamnieiit  à  l'intéritun' d'une  eci- 
taine  région  finie  W  d(>  (U^  |)lan. 

Considérons  sur  la  surlaee  S,  le  lieu  des  points,  tels  (pi<>  la  projec- 
tion sur  le  plan  des  0:-^' de  la  liaj(H  toire  qni  passe  jar  ee  point  prési  nie 
un  point  d'inflexion.  Ce  lieu  sera  ali;él)ri(jue  et,  par  conséquent,  n<' 
pourra  étr(>  reneontré  qu'en  un  n<ind)r('  fini  de  j)oints  pai- la  trajectoire 
que  nons  considérons.  Nous  pouvons  donc  prendre  /„  asstv,  grand 
pour  que,  à  partir  de  cette  ép.oque  /„,  ':»  projecli(ni  de  cette  trajectoire 
siu'  le  plan  des  .ry  ne  |irésente  plus  de  point  d'inflexion  et  soit,  |  ar 
consé(pienl,  une  couilie  convexe. 

r/.r 
Le  lieu  d<  s  points  de  la  surface  S,  où  l'on  a  -j~  =  o,  et  celui  des 

points  où  l'on  a  ^  :=  o,  sont  encore  algébiiques.  On  peut  en  con- 
clure, en  raisonnant  connue  nous  venons  de  le  faire,  qu(^  l'on  jient 
prendre  /„  <issez  grantl  pour  que,  a  partu'  tie  cette  époque,  -j-  et  -j- 

restent  toujotu-s  de  même  signe,  positifs  par  exemple. 

Soient  maintenant  Mo  la  projection  du  point  mobile  au  temj)s  /„,  M, 
la  projection  de  ce  point  au  t(  mps  t^  (/,  >  /q).  Par  le  point  Mo  je  mène 
une  parallèle  à  l'axe  des  x-,  par  le  point  M,  je  mène  une  parallèle  à 
l'axe  des  j  rencontrant  la  première  en  P. 

Soit  R'  un  rectangle  dont  les  côtés  soient  paralleh  s  aux  deux  axes 
et  qui  soit  tel  que  la  région  R  définie  |)lus  haut  y  soit  située  tout  en- 
tière. T.e  triangle  curviligne  Mo  M,  P  formé  par  l'arc  de  trajectoire  MoM, 
et  les  deux  droites  MoP,  M,P  sera  convexe  et  situé  tout  entier  à  l'in- 
teri(  ur  de  R'.  Son  périmètre  S(  ra  donc  plus  petit  qu(^  celui  de  R'. 

Donc  l'arc  Mo  M,  est  toujours  plus  petit  que  le  périmètre  de  R',  ft 
cela  quel  que  soit  le  point  i\I,.  Donc  la  longU(  ur  de  la  projection  de 
notre  trajectoire  serait  finie,  ce  qui  est  absurde  et  nous  oblige  à  rejeter 
l'hypothèse  que  la  trajectoire  soit  de  la  quatrième  catégorie. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Toute  trajectoire  qui  ne  rencontre  aucun  cycle  algébrique  qu'en  un 
nombre  fini  de  points  est  un  cycle  fermé  ou  va  aboutir  à  un  nœud,  où 
l'on  doit  l'arrêter. 
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CHAPITRE  Xm. 

DISTRIBUTION    DES    POINTS    SINGULIERS. 

Reprenons  la  nappe  S,  cIh  genre/?,  et  supposons  que  cette  nappe  ne 
présente  ni  point  conique,  ni  courbe  multiple. 

Soient  C  le  nombre  des  cols  situés  sur  cette  nappe,  N  le  nombre  des 
nœuds,  F  celui  des  foyers;  je  dis  qu'on  aura  la  relation 

N  +  F  —  C  =  2  -  2/j. 

Traçons  sur  la  surface  S,  un  cycle  quelconcpie.  Ce  cycle  sera  touclié 
en  certains  tie  ses  points  par  diverses  trajectoires,  mais  les  unes  le  tou- 
cheront extérieurement,  les  autres  intérieurement.  Soient  E  le  nom- 
bre des  contacts  extérieurs,  I  celui  des  contacts  intérieurs;  le  nombre 


s'apjiellera  \  indice  du  cycle.  Si  le  cycle  présente  un  point  anguleux,  il 
pourra  arriver  que  la  trajectoire  qui  passe  par  ce  point  traverse  ce 
cycle  en  passant  de  l'extérieur  à  l'intérieur,  auquel  cas  ce  point  ne 
doit  pas  compter  pour  un  contact.  Il  pourra  arriver  aussi  que  cette  tra- 
jectoire ne  passe  pas  de  l'extérieur  du  cycle  à  l'intérieur,  mais  reste 
con>tamment  à  l'extérieur  si  le  point  anguleux  est  saillant,  ou  constam- 
ment à  l'intérieur  si  le  point  anguleux  est  rentrant.  Alors  le  point  an- 
guleux devra  compter  pour  un  contact  extérieur  ou  intérieur  [voir  la 
|)remière  Partie,  p.  l\ii).  Nous  supposerons  que  le  cycle  a  été  choisi, 
de  façon  à  partager  la  nappe  S,  en  deux  régions  dont  une  au  moins 
simplement  connexe. 

Si  la  nappe  S,  est  de  genre  o,  les  deux  régions  sont  toutes  deux  sim- 
plement connexes,  et  il  faudra  une  convention  spéciale  pour  décider 
laquelle  des  deux  doit  être  regardée  comme  l'intérieur  du  cycle. 

Si  la  nappe  S,  est  de  genre  >>o,  l'une  des  régions  sera  simplement 
connexe,  et  l'autre  multiplement  connexe,  et  ce  sera  la  |)remi"re  que 
l'on  considérera  comme  l'intérieur  du  cycle. 


2o4  II.    l'oiNCAin:. 

Cicla  posé,  joiiinons  deux  points  A  cl  \\  par  (rois  arcs  de  coiiilx'  A  M  11. 


ANB,  APB  (//i)'-  I  ).  Nous  (Iclcrmiiici'oiis  ainsi  (l'ois  cycles 

C,  -  ANBMA, 
C.-^APBNA, 
C^^APBMA. 

Le  troisième  pourra  être  regardé  comme  la  somme  des  deux  aulics 


Je  dis  que  l'on  aura 


ind.  (-,       ind.  C,    h  ind    ('.., 


ou,  ce  qui  revienl  au  même, 

(i)  E3-I3-  E,  +  I,-  lL,-hl,--^~  2, 

E,,  Eo,  E3  étant  le  nombre  des  contacts  extérieurs,  I,,  1.^,  I.,  ((diii  des 
contacts  int(  rieurs  des  trajectoires  avec  les  trois  cvcles. 

Ces  contacts  se  diviseront  en  cinq  catégories  : 

1"  Ceux  qui  ont  lieu  le  long  de  AMB  ; 

2**  Ceux  qui  ont  lieu  le  long  de  A  PB. 

Les  premiers  n'appartiennent  qu'aux  cycles  C,  et  C;,,  les  seconds 
n'appartiennent  qu'aux  cycles  C2  et  C3.  Un  contact  d'une  de  ces  deux 
catégories  entrera  donc  deux  fois  dans  le  premier  membre  de  l'éga- 
lité (i),  une  fois  avec  le  signe  -t-,  une  fois  avec  le  signe  —  ;  les  termes 
correspondants  se  détruiront. 

3°  Ceux  qui  ont  lieu  le  long  de  ANB. 
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Un  contact  de  cette  catégorie  est  extérieur  pourC,  et  inférieur  pour 
(]._>,  ou  inversement.  Il  entrera  donc  deux  fois  dans  le  premier  membre 
de  l'égalité  (i),  une  fois  avec  le  signe  +  et  une  fois  avec  le  signe  — . 
Les  termes  correspondants  se  détruiront. 

4"  Ceux  cpii  peuvent  avoir  lieu  en  A. 

Suivant  la  position  de  la  trajectoire  qui  passe  en  A,  on  pourra  avoir 

Ou  bien  un  contact  extérieur  pour  les  trois  cycles; 

Ou  bien  un  contact  extérieur  pour  le  cycle  C,  seulement  ou  poiu- 
le  cycle  C2  seulement; 

Ou  bien  (dans  le  cas  seulement  où  le  point  A  serait  un  angle  ren- 
trant du  cycle  C3)  un  contact  intérieur  pour  le  cycle  C^  ; 

Ou  bien  encore  (dans  le  cas  seulement  où  le  point  A  serait  un  angle 
rentrant  des  deux  cycles  C,  et  C3)  un  contact  intérieur  pour  les  cycles 
C,  et  C3  et  un  contact  extérieur  pour  Co 

Dans  tous  les  cas,  la  somme  des  termes  correspondants  du  premier 
membre  de  (1)  ^^  réduira  à  —  i. 

5"  Les  contacts  qui  ont  lieu  en  lî. 

Pour  la  même  raison,  la  somme  des  termes  correspondants  se  ré- 
duira à  —  I . 

Le  premier  membre  de  (i)  se  réduit  donc  à  —  2,  de  telle  façon  que 
cette  égalité  est  vérifiée. 

Donc  l'indice  d'un  cycle  total  est  égal  à  la  somme  des  indices  des 
cycles  partiels  qui  le  composent. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  l'indice  d'un  cycle  infiniment 
petit. 

Si  le  cycle  infiniment  |)etit  n'enveloppe  aucun  point  singulier,  nous 
pourrons  toujours  supposer  qu'il  est  convexe,  car,  s'il  ne  l'était  pas, 
on  pourrait  le  décomposer  en  plusieurs  cycles  plus  petits  encore  et 
convexes.  iVlors  \a./fg.  1  indique  que  le  cycle  a  seulement  deux  con- 
tacts extérieurs  avec  les  trajectoires  M/?  et  Wp" . 

L'indice  est  donc  égal  à  o. 

Si  le  cycle  enveloppe  un  col,  nous  le  supposerons  encore  convexe, 
et  \difig.  3  montrera  qu'il  a  quatre  contacts  extérieurs,  et  que  son  in- 
dice est  égal  à  i . 

Si  le  cycle  enveloppe  un  nœud  ou  un  foyer,  je  dis  que  son  indice 
est    —  I .  En  effet,   dans  le  voisinage  d'un   nœud  ou  d'un  fover,   on 
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II.     POINCARK. 


pourra  toujours  mener  un  cycle  sans  contact  que  nous  su|>poserons 
tout  entier  intérieur  au  cycle  consitléré.  Ce  cycle  considéré  j)ourra 
alors  être  décomposé  en  plusieurs  autres,  à  savoir  :  le  cycle  sans  con- 
tact dont  il  vient  d'être  question  et  d'autres  cycles  convexes  n'enve- 


VlQ.  a. 


liR.   3. 


loppant  pas  le  point  singidier.  L'indice  du  cycle  sans  contact  sera  éj;al 
il  —  I  ;  celui  des  autres  cvcles,  à  o. 

l>'indice  du  cycle  total  sera  donc  —  i 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  l'indice  d'un  cycle  quelconque 
est  éijal  au  nond>re  des  cols  qu'il  contient  dimimié  du  nondjrc^  des 
n(ends  et  de  lelui  des  foyers. 

Les  centres  qui  sont  des  points  singuliers  exceptionnels  rentreront, 
à  ce  point  de  vue,  dans  les  fovers;  en  effet,  autoui'd'nn  centre,  on  peut 
mener  un  cycle  fermé  avec  deux  contacts  ii)léri<>urs  et  di'ux  contacts 
extérieurs;  ce  cycle  aura  alors  poiu'  indice  —  i. 

Nous  allons  maintenant  partager  la  surface  de  la  nappe  S,  en  un 
certain  nombre  de  régions,  simp/e/nent  connexes  en  y  traçant  lui  certain 
nombre  de  cycles. 

La  somme  des  indices  de  tous  ces  cycles  sera  évidemment 

C-  F-N. 


Pour  évaluer,  d'une  autre  manière,  cette  somme  d'indices,  nous  as- 
similerons à  un  polyèdre  la  figure  formée  par  la  nappe  S,  divisée  en 


'égions  simplement  connexes. 


Tout  le  monde  connaît  le  théorème  d'Euler,  d'après  lequel,  si  «,  /5, 
y  sont  le  nombre  des  faces,  des  arêtes  et  des  sommets  d'un  polyèdre 
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convexe,  on  doit  avoir 


a-p  +7=2. 


Ce  théorème  s'étend  aisément  au  cas  où  le  polyèdre,  au  lieu  d'èli-c 
convexe,  forme  une  surface  de  genre/?;  on  trouve  alors 

a  —  j^  +  Y  =  2  —  'ip. 

Mais,  en  géométrie  de  situation,  on  n'a  pas  à  s'inquiéter  de  la  forme 
des  faces  et  des  arêtes;  nous  n'avons  donc  pas  besoin  de  supposer  que 
les  faces  du  polyèdre  sont  planes,  et  ses  arêtes  rectilignes.  Il  en  ré- 
sulte que  la  figure,  formée  par  la  nappe  S,  divisée  en  régions  simple- 
ment connexes,  est  un  véritable  polyèdre  curviligne  auquel  s'applique 
le  théorème  d'Euler.  Les  faces  sont  alors  les  régions  simplement  con- 
nexes elles-mêmes;  une  arête  sera  la  portion  du  périmètre  d'une  de 
ces  régions  qui  lui  sert  de  frontière  commune  avec  une  région  limi- 
trophe; un  sommet  sera  l'extrémité  d'une  arête,  c'est-à-dire  un  point 
connnun  au  périmètre  de  trois  ou  de  plusieurs  régions. 

Supposons  qu'un  sommet  soit  commun  au  périmètre  de  v  régions; 
il  sera  assimilable  à  un  angle  solide  à  v  faces  d'un  polyèdre  rectiligne. 
On  aura,  d'ailleurs, 

lV=  2/3. 

Nous  pourrons,  d'ailleurs,  supposer  que  les  angles,  formés  par  les 
diverses  arêtes  qui  aboutissent  à  lui  sommet,  sont  tous  saillants. 

INous  cherchons  à  évaluer,  pour  l'ensemble  de  nos  cycles,  l'excès  <\n 
nombre  1Y,  des  contacts  extérieurs  sur  le  nombre  2ll  des  contacts  in- 
térieurs. 

D'abord  nous  n'aurons  pas  à  nous  préoccuper  des  contacts  qui  ont 
lieu  en  un  point  d'une  arête;  car,  si  un  pareil  contact  est  extérieur  par 
rapport  au  cycle  qui  forme  le  périmètre  d'iuie  des  deux  régions  aux- 
([uelles  l'arête  sert  de  frontière  commune,  il  sera  im  contact  intérieur 
pour  le  périmètre  de  la  seconde  de  ces  régions,  et  réciproquement. 

Nous  n'avons  donc  à  considérer  que  les  contacts  qui  peuvent  avoir 
lieu  aux  sommets.  Soit  donc  un  sommet  commun  à  v  cycles.  La  tra- 
jectoire qui  passe  en  ce  point  traversera  deux  de  ces  cycles  et  aura  un 
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l'oiUacl  extérieur  ;i\(>e  les  e  —  :i  antres.  Ou  a  donc 

^K  —  1\  =  I(e  —  -1)  =^  Iv  —  27  ='-  9.^  -  27. 
ï.a  somme  cherelu'e  des  indices  (^st,  d'aillenis,  rivale  à 

nu  à 

r^  -  a  -  Y  =  2/>-  2. 
Il  vient  don( 

C  —  F  —  IN  =  2/)  —  2.  c.   Q.    V.    I). 

Il  résulte  inmiédialenienl  de  eetle  lornude  (jue  les  surfaces  de 
i>eniv  I  sont  les  seules  (|ni  j)uissenl  ne  présentci' auciui  point  singulier, 

CTIAPirUE  XIV. 

OlîrsliRALISATlOM     DES    OKDX     l'IlKM  1  i;H  FS    PAHIUS. 

Mous  allons  reprendre  maintenant  chacun  des  théoiémes  des  (Cha- 
pitres l\  à  Yl  j)our  voir  s'ils  s'étendent  au  cas  qui  nous  oc  cupe  et 
dans  quelle  mi  sure  ils  doivent  être  modifiés. 

Le  théorème  VI,  d  aj)rés  le(juel  tout  cycle  algéhrique  a  un  nomhrc 
de  contacts  pair,  est  encore  vrai,  mais  seulement  des  cycles  qui  divi- 
sent la  nappe  S,  en  deux  régions  dont  une  au  moins  simplenient  con- 
nexe. 

En  effet,  l'indice  d'un  pareil  cycle,  qui  dépend  l\u  nomhre  des|)oinls 
singuliers  qui  v  sont  contenus,  est  essentiellement  entier.  J)()ne 
l\i  —  II  et,  par  conséquent,  2E  +  21,  c'est-à-dire  le  nomhie  des  con- 
tacts, sont  toujours  pairs. 

Ee  ihéoréme  YII  d'api'es  lequel,  si  l'on  peut  mener  entre  dcMix 
points  un  arc  quelconque  sans  contact,  on  peut  aussi  mener  entre  ( es 
deux  points  un  arc  algébrique  sans  contact,  est  ejicore  vrai  pour  les 
équations  de  degré  supérieur.  On  n'a  pour  s'en  assurer  qu'a  se  reporter 
à  la  démonstration  de  la  page  î\iG,  1'^'  Partie.  Nous  aurons  toutef<)i> 
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une  modification  i\  y  introduire  ;  nous  représenterons  l'arc  sans  contact 
])nr  les  équations 

x  =  (f[t),     j  =  !]/(;),     Y{x,  y,  z)  =  o, 

les  extrémités  de  cet  arc  correspondant  à  ^  =  o,  /  =  tt.  La  démonstra- 
tion continuerait  de  la  même  façon  que  dans  la  I'^  Partie. 
Il  importe  de  remarquer  que  les  séries 

-j- =  ImA,„cosw/ 

sont  non  seulement  convergentes,  mais  uniformément  convergentes, 

ce  qui  est  nécessaire  pour  la  suite  de  la  démonstration;  car  la  somme 

de  la  série 

1mk„j  cosmt, 

reprenant  la  méine  valeur  pour  t  et  pour  2;:  —  t,  est  une  fonction  con- 
tinue de  t  quand  cette  variable  croît  de  —  oo  à  -f-  oo  . 

Le  théorème  VIII  et  sa  démonstration  subsistent  aussi  sans  modifi- 
cation. 

Si  donc  on  peut  joindre  deux  points  A  et  B  par  un  arc  sans  contact, 
et  si  A,  et  B,  sont  deux  points  des  trajectoires  qui  passent  par  A  et  B, 
on  pourra  également  joindre  A,  et  B,  par  un  arc  sans  contact. 

Le  théorème  IX  s'énonce  ainsi  : 

Si  AB  ei  A,  B|  sonl  deux  arcs  de  trajectoires  et  si  A  A , ,  BB,  sont  des  arcs 
algébriques  ne  coupant  AB  et  A,B,  en  aucun  autre  point  que  A,  B,  A,  et 
l>i ,  les  nombres  des  contacts  de  xAA ,  et  de  BB,  seront  de  même  parité. 

Ce  théf)réme  subsistera  encore  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  pourvu 
que  le  cycle  ABA,B,  partage  la  nappe  S,  en  deux  régions,  dont  une 
simplement  connexe. 

Théorème  X.  —  5f  un  arc  de  trajectoire  qui  ne  passe  par  aucun  point 
singulier  est  sous-tendu  par  un  arc  de  courbe,  le  nombre  des  contacts  de 
cet  arc  de  courbe  est  impair. 

Joui  II.  de  Math.  [\'  série),  tome  I.  —  Fasc.  U,  i885.  2'7 
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(>  théorème  sera  encore  vrai,  si  le  cycle  ionné  par  les  deux  arcs 
divise  la  naj)pe  S,  en  deux  régions,  dont  une  simplcmenl  C()nnex(\ 

Ainsi  les  théorèmes  du  Chap.  IV,  qui  coiistilnent  ce  i\uv  j'ai  aj)pe!é 
la  théorie  des  contacts,  s'étendent  avec  (luehjnes  modifications  au 
cas  qui  nous  occuj^e.  Je  passe  maint(Mïant  à  la  thcoiii^  des  consé- 
quents. 

Soient 

un  arc  ai^ehrique  sans  contact,  et  i\lç,  M,  (\vu\  points  consécutils 
d'intersection  de  cet  arc  avec  nue  même  trajectoire  M,  est  le  consé- 
(|uent  de  iM^,  INI,,  l'antécédent  de  M,,  et  si  /„  et  /,  sont  les  val(>urs  de  t 
qui  correspondent  à  ces  deux  points  ]M„  et  M,,  la  relation  (pii  lie;  /,  et 
/^  est  la  loi  de  consé(jn(Mice. 

Les  théorèmes  XI  et  XII  nesuhsistent  (pi'avec  d'importantes  modi- 
fications sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin. 

Le  théorème  XIII,  au  contraire,  reste  vrai  pour  les  équations  d'ordre 
supérieur. 

Si  /,  =  o,  '  ^,J  est  la  loi  de  consé(jiieni'e,  la  fonction  'û,  est  holo- 
morphc.  11  n'v  a  d'exception  (pie  poui'  les  valeurs  de  /j,  (pii  cories- 
pondent  à  une  trajecLoire  allant  aboutir  à  un  |)oint  singulier  avant 
d'avoir  rencontré  do  nouveau  l'arc  sans  contact,  et  pour  l(\s  valenrs 
de  /„  ou  de  /,  qui  correspondent  aux  exti'émités  de  cet  arc  sans  con- 
tact. 

Le  théorème  XIV  reste  vrai  également,  mais  la  démonstration  doit 
être  modifiée,  car  le  cycle  M„TIM|N(,Mo  dont  il  est  question  dans  la 
démonstration  donnée  dans  le  Chap.  V  pourrait  ne  pas  partager  la 
nappe  S,  en  deux  régions.  Mais  soit  P^  un  ])oint  situé  sur  l'arc  sans 
contact  entre  N„  et  M,  [\o'\r  fig.  lo,  p.  2  )7,  IP  Partie)  et  à  une  dis- 
tance finie  de  No.  Soit  P,  un  point  situé  sur  l'arc  sans  contact  à  droite 
de  M,  et  à  une  distance  finie  de  ce  point  Joignons  P^i*,  par  un  arc 
de  courbe  tel  que  le  cycle  fermé  JM^M,  !\  l*o  enferme  une  région  sim- 
plement connexe.  La  trajectoire  No N,  ne  pourrait  sortir  de  cette  région 
sans  s'éloigner  de  la  trajectoire  MoM,  à  une  distance  finie  ou  sans  la 
traverser,  ce  qui  est  impossible.  Donc  le  point  N,  doit  être  à  droite  du 
point  M,.  c.  Q.  F.  D. 
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Je  dis  qu'oïl  peut  toujours  mener  sur  la  nappe  S,  des  cycles  sans 
contact.  En  effet  : 

i"  Dans  le  voisinage  des  nœuds  et  des  foyers,  on  peut  tracer  des 
cvcles  sans  contact  envelop|)ant  des  points  singuliers. 

2°  Si  M(,  et  M,  sont  deux  points  d'intersection  consécutifs  d'une 
trajectoire  MqP.M,  et  d'un  arc  sans  contact  MoQM,,  le  cycle 

MoQM.PMo 

pourra  être  regardé  comme  sans  contact.  Soient  en  effet  N^  un  point 
infiniment  voisin  de  Mo  et  à  droite  de  ce  point  comme  dans  la/zo-.  lo 
c[ue  nous  venons  de  citer,  N,  le  conséquent  du  point  Nq.  Nous  pour- 
rons tracer  dans  la  région  infiniment  mince  comprise  entre  les  deux 
trajectoires  iMoM|  et  NqN,  un  arc  NoRM,  ne  coupant  chaque  trajec- 
toire qu'une  fois.  Le  cycle  ]NoRM,QNo,  qui  diffère  infiniment  peu  de 
MoPM<QM(,,  sera  alors  sans  contact. 

Ainsi  donc,  si  la  nappe  S,  contient  un  nœud  ou  un  foyer,  on  sera 
(M^rtain  de  pouvoir  tracer  un  cycle  sans  contact;  si  elle  n'en  contient 
pas,  toute  trajectoire  devra  couper  au  moins  un  cycle  algébrique  en 
une  infinité  de  points  (à  moins  de  se  réduire  a  un  cycle  fermé,  comme 
nous  l'avons  vu  dans  le  Chap.  XII).  Ce  cycle  algébrique  pourra  être 
partagé  en  un  nombre  fini  d'arcs  sans  contact.  Donc  au  moins  un  de 
ces  arcs  sans  contact  sera  coupé  par  la  trajectoire  en  une  infinité  de 
points.  Parmi  ces  points,  nous  retiendrons  deux  points  consécutifs  Mq 
et  M,  et  ils  nous  donneront  un  cycle  sans  contact,  ainsi  qu'on  vient  de 
le  voir.  Il  y(i  donc  toujours  des  cycles  sans  contacts  à  moins  que  toutes  les 
trajectoires  ne  se  réduisent  à  des  cycles  fer/nés. 

Si  un  cycle  sans  contact  divise  la  nappe  S,  en  deux  régions  dont  une 
simplement  connexe,  cette  dernière  contient  au  moins  un  nœud  ou  un 
foyer. 

En  effet,  l'indice  du  cycle  sans  contact  est  égal  à  —  i.  Si  donc  N, 
F  et  C  désignent  le  nombre  des  nœuds,  des  foyers  et  des  cols  contenus 
à  l'intérieur  de  notre  région  simplement  connexe,  on  aura 

N  +  F  -  C  3=  I , 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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Supposons  mainlenant  que  le  cvcK^  sans  contact  divise  la  nappe  S, 
en  deux  régions  pouvant  toutes  deux  être  nudliplenient  connexes. 
Je  dis  qu'il  y  aura  des  points  singuliers  dans  chacune  de  ces  deux 
régions. 

Soit  U  l'une  de  ces  régions  que  je  supposerai  (j  fois  connexe.  Il  s'agit 
de  trouver  l'indice  du  cvcle  sans  contact  C  en  considérant  la  région  II 
connue  l'intérieur  de  ce  cycle.  Nous  pourrons  constiuire  une  calotte  Jl, 
simi)lenient  coiniexe  et  admettant  pour  frontière  le  cycle  Cl.  L'ensemble 
des  deux  régions  R  et  Jl,  formcia  alors  une  suiface  fermée  de  genre 

'^  ~   ,  ce  qui  prouve  en  passant  que  q  doit  être  impair  [cf.  Riemaniv, 

Ciesammelte  Werke,  p.  12;  Leipzig,  Tcubiier,  187(5).  Posons  donc 

^  =  2  A  -f-  I . 

Si  nous  décomposons  la  région  R  en  lui  certain  nombi'e  de  régions 
simplement  connexes,  la  surlace  fermée  R  +  R,  pourra  être  assimilée 
à  un  polvèdre.  En  a[)pliquant  à  ce  polyèdre  le  théorème  d'Euler  eten 
raisonnant  connue  dans  le  Chapitre  précédent,  on  trouvera 

indice  de  (1  =  li  —  ili, 

i/ désignant  la  sonnne  des  indices  des  cycles  à  l'aide  desquels  la  région 
R  a  été  partagée  en  régions  simplement  connexes.  Or,  si  N,  F  etC  sont 
les  nombres  des  nœuds,  des  foyers  et  des  cols  de  la  région  R,  on  a 

2i  =  C-N-F. 

De  plus,  le  cycle  C  étant  sans  contact,  il  vient 

indice  de  C  =^  —  i  ; 
d'où 

C  -  N  —  F=  2A—  I 
ou 

N  +  F  +  Cl^i,     (mod.  2), 

ce  qui  prouve  que  N,  F  et  C  ne  peuvent  pas  être  nuls  à  la  fois. 

Au  point  de  vue  cpii  nous  occupe  en  ce  moment,  toute  trajectoire 
fermée  et  ne  passant  par  aucun  point  singulier  pourra  être  assimilée 
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à  mi  cvcle  sans  contact,  je  veux  dire  que  son  indice  sera  égal  à  —  i. 
Une  trajectoire  fermée  n'a  pîis  d'indice  à  proprement  parler,  mais  les 
cycles  qui  en  diffèrent  infiniment  peu  en  auront  un,  et  je  dis  que  cet 
indice  sera  —  i  • 

En  effet,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : 

Soit  M(,PMo  une  trajectoire  fermée,  soit  AMqB  un  arc  sanscontact, 
soit  l  le  paramètre  qui  définit  la  position  d'un  point  sur  cet  arc;  soit 
O  la  valeur  de  t  qui  correspond  à  Mq.  Soit 

Ix  —  ?.(^o) 

la  loi  de  conséquence  sur  notre  arc.  On  aura 

?.(0)  =  o. 

Il  pourra  se  faire  d'abord  que  la  fonction  9,  ne  soit  pas  identique- 
ment nulle.  Dans  ce  cas,  soient /„  une  valeur  infiniment  petite  de  t,  Nj, 
le  point  correspondant,  N,  son  conséquent  et  /,  la  valeur  infiniment 
petite  correspondante  de  t.  Soit  NqQN,  l'arc  de  trajectoire  qui  joint 
No  à  N,.  Le  cycle  NoQN,No  qui  différera  infiniment  peu  de  MoPM,, 
pourra  être  assimilé,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  à  un  cycle  sans 
contact.  Dans  ce  cas,  la  trajectoire  fermée  MoPMo  est  un  cycle  limite  et 
jouit  des  propriétés  de  ces  cycles  démontrées  dans  la  IP  Partie. 

Il  peut  arriver  aussi  que  la  fonction  -p,  soit  identiquement  nulle. 
Dans  ce  cas  les  trajectoires  voisines  de  MqPMo  sont  des  cycles  fermés 
s'enveloppant  mutuellement. 

Si  aloi's  on  mène  un  cycle  infiniment  peu  dilférent  de  iM(,P]M„  le 
nombre  de  ses  contacts  extérieurs  sera  le  même  que  celui  de  ses  con- 
tacts intérieurs  et  son  indice  sera  encore  —  i.  c.  q.  f.  d. 

Si  donc  une  trajectoire  fermée  partage  la  nappe  S,  en  deux  régions, 
il  y  aura  des  points  singuliers  dans  chacune  d'elles. 

Donc  tout  cycle  algébrique  qui  passe  par  tous  les  points  singuliers  ren- 
contre tous  ceux  de&  cycles  sans  contact  et  toutes  celles  des  trajectoires 
fermées  qui  partagent  la  nappe  S,  en  deux  régions. 

C'est  la  généralisation  du  théorème  XVI  de  la  deuxième  Partie. 
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Passons  niaiiitcnaiit  à  la  i;<Mu'i-alisali(ip.  du  lliéorôme  X\  111  (|tii  csl 
l'objet  principal  de  coChapilir.  Cv  throromc  i^viuM-alisé  s'ônoiicc  ainsi  : 

On  peut  sillonner  la  nappe  S,  par  une  série  de  cycles  cl  de  polycycles 
\  courbes  fermées  à  point  double),  de  telle  façon  que  par  chaque  point  de 
celle  nappe  passe  un  de  ces  cycles  et  un  seuL  cxceplè  i)ar  les  foycis  et 
les  nœuds  qui  seront  regardés  comme  des  cycles  infiniment  petits.  Parmi 
ces  cycles,  les  uns  seront  des  cycles  sans  contact ,  les  autres  des  trajectoires 
fermées. 

Si  le  i;enrc/;  de  la  napj>o  S,  osl  ô^al  à  o,  la  gf'uéralisalion  ost  ininié- 
(liaLe.  En  offol,  pour  dénionln  r  sur  la  sphère  les  tlirorènies  X  à  KVIII 
des  deux  premières  Parties,  nous  nous  sonunes  appuyés  seulement  sur 
une  propriété  de  la  sphère,  celle  d'être  simph'inent  connexe  ou  de 
genre  o. 

Il  est  encore  un  autre  cas  où  celte  généralisation  |)eut  se  faire  im- 
nicdiatenKMit.  Su|)posons  qu'on  ail  découpé  sur  la  najipe  S,  inie  région 
1{  doublement  connexe  et  limitée  jiar  deux  cycles  sans  contact  C!  et  C. 
Suppt)sons  de  plus  que  cette  région  11  ne  l'enlerme  aucun  point  singu- 
lier. Je  dis  c|ue  le  théorème  XVIII  s'applicpiera  à  cette  région,  c'est- 
à-dire  qu'on  pourra  sillonner  cette  région  par  une  infinité  de  cycles  R 
f|ui  seront  tous  des  cycles  sans  contact  ou  des  trajectoires  fermées. 

11  e>t  clair  d'ailleurs  cpie  ces  cycles  K  devront  être  disposes  de 
façon  à  paitager  la  région  R  en  deux  autres,  la  première,  limitée  par 
les  cycles  K  et  C,  la  seconde  par  les  cycles  K  et  C.  En  d'autres  termes, 
il  n'est  pas  possible  que  le  cycle  K  forme  à  lui  seul  la  frontière  d'une 
région  11'  contenue  tout  entière  dans  R.  En  effet,  l'indice  de  ce  cycle  est 
égal  à  —  I,  tandis  que  R,  et  par  conséquent  R',  ne  renfermerait  pas 
de  point  singulier. 

Divisons  maintenant,  à  l'aide  d'un  point  M  quelconque,  toute  tra- 
jectoire en  deux  demi-trajectoires  analogues  aux  demi-caractéristiques 
des  deux  premières  parties.  E'une  de  ces  demi-trajectoires  comj)rendra 
les  points  où  le  point  mobile  passera  après  être  passé  au  point  ]M  et 
l'autre  les  points  où  le  point  mobile  était  passé  avant  d'arriver  au 
point  M. 

Ees  demi-trajectoires  se  diviseront  alors  en  trois  catégories  : 

i"  Ees  trajectoires  fermées  qui  resteront  tout  entières  à  l'intérieur 
de  R; 
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1^  Les  dcini-lrajectoires  qui  s'étfiidronl  indéfiniment  sans  jamais  se 
fermer,  et  sans  jamais  sortir  de  R; 

3"  Les  demi-trajectoires  qui  sortent  de  II  par  l'un  des  cycles  (1  et  C 

Nous  connnencerons  ]>ar  entourer  les  trajectoires  fermées  dans  des 
anneaux  limites  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  la  II*"  Partie  (p.  270  . 
A  cet  effet,  joignons  un  point  de  C  à  un  point  de  C  par  un  arc  algé- 
hri(|ue  quelconque.  Cet  arc  algébrique  j)ourra  être  décomposé  en  un 
nombre  fini  d'arcs  sans  contact.  Par  cbacune  des  extrémités  de  ces 
divers  arcs  je  fais  passer  un  petit  arc  sans  contact.  J'ai  ainsi  tracé  à  l'in- 
térieur de  R  un  certain  nombre  d'arcs  sans  contact  et  je  suis  certain 
(jue  toute  demi-trajectoire  de  la  première  catégorie  rencontrera  au 
moins  un  d'entre  eux. 

Considérons  un  quelconque  de  ces  arcs  sans  contact  et  cherchons 
(|uels  sont  ceux  des  points  de  cet  arc  qui  ont  un  conséquent.  Nous 
convenons  pour  cela  que,  si  la  trajectoire  qui  passe  par  un  point  M„ 
de  l'arc  sans  contact  sort  delà  région  R  ou  si  elle  ne  vient  plus  couper 
de  nouveau  l'arc  sans  contact,  le  point  Mo  sera  regardé  comme  sans 
conséquent.  Si,  au  contraire,  la  trajectoire  qui  passe  par  Mo  vient 
couper  de  nouveau  l'arc  sans  contact  en  un  point  M,,  sans  être  sortie 
de  R,  le  point  M,  sera  le  conséquent  de  M,,, 

Parmi  les  arcs  sans  contact,  en  nombre  fini,  que  j'ai  tracés  dans  la 
région  R,  les  uns  ne  seront  rencontrés  par  aucune  trajectoire  fermée 
de  la  première  catégorie  et  devront  être  rejetés,  les  autres  seront  ren- 
contrés par  au  moins  une  trajectoire  fermée;  je  les  appellerai  arcs 
auxiliaires . 

Considérons  un  arc  auxUiaire  quelconque;  sur  cet  arc  on  pourra 
toujours  trouver  des  points  admettant  un  conséquent;  car  le  point  où 
il  est  coupé  par  une  trajectoire  fermée  est  son  propre  conséquent.  De 
plus  aucune  trajectoire  issue  d'un  puint  de  l'arc  auxiliaire  n'ira  passei- 
|)ar  un  col,  puisque  la  région  R  n'en  renferme  j)as.  I^a  courbe  de  con- 
séquence affectera  donc  l'une  des  formes  indiquées  sur  la  /ig.  1  i 
(11^  Partie,  p.  2j8). 

Nous  avons  vu  que,  si  l'on  joint  un  point  Mq  d'un  arc  sans  contact  a 
son  conséquent  M,  par  un  arc  de  trajectoire  M^PM,,  le  cycle 

M,.PM.M„ 
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peut  être  regardé  comme  un  cycle  sans  contact.  Il  y  aur.iit  exception, 
înen  entendu,  si  les  deux  points  M„  et  M,  se  confondaient,  auquel  cas 
le  cycle  sans  contact  se  réduirait  à  une  trajectoire  fermée.  Nous  traçons 
les  cycles  sans  contact  ainsi  ohleiuis  pour  tous  les  ])oinls  de  l'arc  auxi- 
liaire qui  admettent  un  conséquent.  L'ensemble  de  ces  cycles  formera 
alors  un  anneau  limite  comme  ceux  que  nous  avons  envisages  dans  la 
HM^irtie. 

Cet  anneau  limite  sera  sillonné  par  une  série  de  cycles  sans  contact 
dont  quelques-uns  se  réduiront  à  des  trajectoires  fermées.  De  plus  cet 
anneau  limite  partagera  la  région  R  en  deux  autres  régions  analogues 
R'  et  R",  ne  renfciinant  plus  qu'un  nondjre  moindre  d'arcs  auxiliaires. 

En  continuant  de  la  sorte  sur  les  deux  régions  R'  et  R  ",  on  arrivera 
à  partager  la  région  R  en  un  certain  nombre  d'anneaux  limites  et  en  un 
certain  nombre  de  régions  interainuilaires  à  l'intéricuir  desquelles  on 
ne  pourra  plus  tracer  aucune  trajectoir<>  ((Minée  [cf.  W  Paitie,  p.  ^^72). 

Considérons  une  de  ces  régions  interannulaires;  elle  sera  tout  à  fait 
analogue  à  la  région  H;  seulement  on  n'y  pouira  pas  tracer  de  demi- 
trajectoires  de  la  première  cat  gorie.  Je  dis  qu'on  n'en  pt>urra  pas  non 
plus  tracer  de  la  deuxième. 

En  effet,  toute  demi-trajectoire  de  la  deuxième  catégorie  admet  un 
cycle  limite  qui  ne  pourrait  être  qu'une  demi-trajectoire  de  la  première; 
car,  dans  l'inléi'ieur  de  la  région  R,  les  tliéorèmes  du  Chapitre  V  s'ap- 
pliquent sans  restriction;  donc  une  demi-trajectoire  ne  peut  restercon- 
stamment  à  l'intérieur  de  la  région  interannnlaire  qui  n'est  traversée 
])ar  aucune  trajectoire  de  la  première  catégorie. 

Ainsi  une  région  interannulaire  ne  peut  renfermer  que  des  demi- 
trajectoires  de  la  troisième  catégorie;  d'où  il  suit  que  toute  trajectoire 
qui  traverse  cette  région  va  aboutir  de  part  et  d'autre  à  deux  extré- 
mités situées  sur  les  deux  cycles  y  et  y'  qui  limitent  la  région.  Il  n'est 
pas  possible  que  les  deux  extrémités  soient  sur  un  même  cycle  y;  car 
un  arc  sans  contact  ne  peut  sous-tendre  lui  arc  de  trajectoire. 

Donc  toute  trajectoire  tracée  dans  la  région  interannulaire  va  d'un 
point  du  cycle  y  à  un  point  du  cycle  y';  ce  qui  démontre  la  possibilité 
de  sillonner  cette  région  de  cycles  sans  contact. 

Le  théorème  XVIII  est  donc  démontre  pour  la  région  R. 

Un  cas  particulier  digne  d'intéiêt  est  celui  où  la  loi  de  conséquence 
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siir  iiii  (les  arcs  auxiliaires  s'écrit  t^  = /q.  O»  reconnaîtrait  alois  par 
un  raisonnement  analogue  à  celui  que  nous  avons  employé  à  la  (in  du 
(Ihap.  XI  en  remarquant  que  la  région  R  ne  renferme  auciui  |)oint 
singulier  et  que  toutes  les  trajectoires  qui  traversent  cette  région  sont 
fermées. 

Si  on  laisse  de  côté  ce  cas  particulier,  toutes  les  trajectoires  fermées 
sont  des  cycles  limites;  et  le  théorème  XVII,  d'après  lequel  ces  cycles 
limites  sont  en  nombre  fini,  se  généralise  aisément.  (Il  ne  s'agit  jus- 
qu'ici, bien  entendu,  que  des  cycles  limites  et  trajectoires  fermées 
situés  tout  entiers  à  l'intérieur  de  M.) 

Les  théorèmes  XVII  et  XVIII  sont  encore  vrais  quand  un  des  cvcles 
C  et  C  qui  limitent  la  région  R,  au  lieu  d'être  un  cycle  sans  contact, 
devient  une  trajectoire  fermée.  Il  y  aurait  exception  toutefois  pour  le 
théorème  XVII  si  le  cycle  C  se  réduisait  à  une  trajectoire  fermée  allant 
passer  par  un  col. 

Il  me  reste,  pour  démontrer  les  théorèmes  XVII  et  XVIII  dans 
toute  leur  généralité,  à  faire  voir  la  j)ossibilité  de  décomposer  la 
nappe  S,  en  un  certain  nombre  de  régions  telles  que  R. 

Pour  cela,  nous  allons  d'abord  faire  quelques  remarques  prélimi- 
naires. 

Nous  avons  vu  que  si  l'on  joint  deux  points  M,,  et  M,  d'un  are  sans 
contact  par  un  arc  de  trajectoire  Mo P M, ,  le  cvcle  MoM,PMo  peut  être 
regardé  comme  sans  contact,  c'est-à-dire  que  par  chacun  de  ses  points 
on  |)eut  mener  un  cycle  sans  contact  qui  diffère  infiniment  peu  du 
cycle  Mo  M,  P  M,,. 

De  même,  supposons  qu'un  arc  de  trajectoire  MoQM,  vienne  aboutir 
en  M,  à  un  cycle  sans  contact  M,  PM,.  Je  dis  que  le  cycle 

M,PM,QMoQM, 

pourra  être  regardé  comme  sans  contact. 

En  effet,  soient  M;,Q'M;,  M;Q"M;,  ...,  M^Q^M^  des  arcs  de  tra- 
jectoire infiniment  peu  différents  de  MoQM,.  Nous  pourrons  toujours 
tracer  un  arc  de  courbe,  quittant  le  cycle  sans  contact  M,  PM,  en  M'  , 
coupant  chacun  de  ces  arcs  de  trajectoire  en  un  seul  point,  allant 
passer  par  le  point  Mo  et  venant  rejoindre  le  cycle  sans  contact  en  M''. 

Joiirn.  de  Muth.  (^»  série),  lome  I. —  f'nsc.  M,  i88j.  2o 
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I.o  cycle  iVrmé  Mf  PM',  Q"M„M^,  (|iii  (liffero  infiniment  pou  do 

M.PM.QMoQM., 

s(M\'\   alors    sans    coiUact. 

Jinaj^^inons  niainlcnant  (|u'on  ait  tra("é  sur  la  nappe  S,  ini  eeilain 
nombre  de  eveles  sans  eontaet  (^ou  de  trajectoires  fermées),  et  cpi'on 
ait  détermine  ainsi  snreeUe  nappe  une  eeiMaine  réj^ion  P  limitée  |)ai'ees 
divers  cycles  sans  contact.  (Il  |)eut  se  faiie  (jue  la  réiijion  P  conticinic 
la  nappe  S,  tout  (Mitière;  ainsi  supposons  qu(^  S,  soit  un  tore,  et  cpi'on 
ait  tracé  sur  ce  tore  \i\\  cercle  méridien  (  1  (pii  soit  un  cvcle  sans  contact. 
La  nappe  S,  forme  alors  tout  entière  une  rci^ion  I'  limitée  j)ar  deux 
(  vcles,  car  on  devi-a  distini;uer  les  (\c\\\  iexres  de  la  couj)Ui('  i\\\c  l'on 
a  faite  sur  le  tore. 

('ela  |)osé,  je  dis  (|ue  pai*  tout  point  I\I„  de  la  legion  V  on  peut 
tracer  //  rirUcrieur  de  cette  région  un  evcle  sans  contact.  (Considérons, 
en  effet,  la  demi-lrajecloire  (pii  ])asse  par  iM^.  Voici  les  cas  (pii  poui"- 
ront  se  présentei'  : 

1°  Il  pourra  arriver  que  la  (l(Mni-trajectoire  se  ferme  sans  être  sortie 
de  la  région  P.  tl'esL  le  seul  cas  (rexcej)tion  ;  on  ne  pourra  j)as  faii"(^ 
|)ass(M'  par  le  point  M,,  de  cycle  sans  contact,  mais  scndement  une  tra- 
jectoire fermée. 

•a"  Ou  bien  que  la  dcMui-trajectoire  AToQMj  sorte  de  la  région  P 
en  M,  par  un  des  cvcles  sans  contact  qui  la  imitent,  par  exemple  par 
le  cvcleM,ILM,.  Dans  c(>  cas,  le  cycle  M,  Tl  \I,  Q\ToQ  M,  |)eut  être  re- 
gardé comme  sans  contact,  ainsi  (pi'on  vient  de  le  voir, 

3**  Ou  bien  que  la  demi-trajectoire  aboutisse  à  un  nœud  ou  à  un 
foyer.  Ce  cas  se  ramène  au  précédent,  car  on  peut  entourer  le  nonid 
ou  le  foyer  d'ini  petit  cvcle  sans  contact,  que  la  traj(Mtoirc  est  obligées 
de  traverser  pour  aboutir  au  nœud  ou  au  foyer. 

1"  Ou  bien  que  la  demi-trajectoire  s'étende  indéfiniment,  sans  se 
fermer,  sans  aboutir  à  un  n(Kud  ou  à  un  foyer,  et  sans  sortir  de  la 
région  P.  On  pourr.i  alors  trouver,  dans  la  l'égion  P,  un  arc  sans  contact 
qui  coupe  la  demi  trajectoire  en  deux  points  No  et  N,.  Il  s'ensuit, 
d'après  le  tliéorèm  ■  VIII,  quou  pourra  joindre  Mo  à  \\\\  autre  point  AI, 
de  la  demi-trajectoire  par  un  arc  sans  contact.  Dans  ce  cas,  le  cycle 
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loi-mé  par  l'arc  sans  contact  jMoM|  et  par  l'arc  de  trajectoire   MyAT, 
j)()nrra  être  regardé  connne  sans  contact. 

Ainsi  l'on  ponrra  toujours  mener,  parle  point  Mq  et  dans  la  région  1', 
un  cvcle  sans  contact  qui  pourra,  dans  certains  cas,  se  réduii'e  à  une 
trajectoire  lertnée. 

Si  le  point  M,,  est  un  col,  il  aboutit  à  ce  col,  non  par  deux,  mais  j)ar 
quatre  demi-trajectoires.  On  peut  alors  mener  par  le  j)oint  M^  deux 
cycles  sans  contact  formant,  par  leur  ensemble,  une  courbe  fermée  à 
|)oint  double. 

Cela  posé,  voici  comment  nous  opérerons  pour  partager  la  nappe  S, 
en  régions  analogues  à  R.  Nous  conmiencerojis  j^ar  envelop|)er  tous 
les  nœuds  et  tous  les  foyers  par  des  cvcles  infiniment  petits  sans  con- 
tact Soit  dans  la  région  P  ainsi  déterminée  un  col  (juelconque;  parce 
col,  je  pourrai  faire  passer  deux  cvcles  sans  contact;  j'aurai  alors  divisé 
la  nappe  S,  en  régions  P  plus  petites;  j'opérerai  de  même  sur  cbacun 
des  cols,  et  j'aurai  finalement  partagé  la  nappe  S,  en  un  certain  nondjre 
de  régions  R  limitées  par  des  cycles  sans  contact  et  ne  contenant  aucun 
point  singulier. 

Je  dis  qne  cliacunede  ces  régions  est  doublement  connexe  et  limitée 
par  deux  cycles  seulement. 

Supposons,  en  effet,  que  la  région  R  soit  q  fois  connexe  et  limitée 
par  n  cvcles. 

Nous  aurons  d'abord  (voir  Riemann,  loc.  cit.,  p.  i  2). 

^  >>  n  >  o,     q^n     (mod.  2). 

De  plus,  cbacun  des  cycles  a  pour  indice  —  i ,  et  il  n'y  a  pas  de  point 
singulier  dans  la  région.  Si  nous  fermons  la  région  R  en  construisant, 
sur  cbacun  des  cycles  C  qui  la  limitent,  une  calotte  simplement  con- 
nexe, puiscjue  nous  divisions  la  région  elle-même  en  domaines  simple- 
ment connexes  par  des  cycles  C,  nous  obtiendrons  une  sorte  de  po- 
lyèdre curviligne  qui  sera  de  genre  — Le  tbéoréme  d'Euler  nous 

donnera  donc 

2i  H-  li'  ^  q  —  n  —  2, 

si  l'on  désigne  par  1i  la  somme  des  indices  des  cycles  C  et  par  ^i' 
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la  .soiniiR'  lies  imlicos  des  oNclcs  ('/.  Ov  on  a 

li'=  -  //,     li'=  (), 
(l'on 

q  =z   "2,        n  =  •!.  C.     Q.     F.     I). 

Ainsi  toutes  nos  régions  sont  donhlenient  eonnexes  et  linntées  par 
(lenx  eveles  :  nons  jionNons  donc  sillonner  cliaenne  d'elles  de  CNcles 
sans  eonlaet,  ee  {|ni  démontre  le  théorème  XVIII  dans  toute  sa  géné- 
ralité. 

Qnand  on  aura  construit  sur  la  naj)|)e  S,  une  série  de  cvcles  sans 
contact  et  de  c\cles  limites  s'enveloj)|)ant  nnilnelUîment,  on  pourra 
s'en  servir  pour  construire  les  trajectoires  elles-mêmes. 

Si  un  cycle  sans  contact  divise  S,  en  deu\  régions,  il  ne  pourra  éti*e 
coupé  en  j)lus  d'un  point  par  une  même  trajectou'c. 

Cela  ne  sera  plus  vrai,  au  contraire,  si  le  cycle  sans  contact  ne  par- 
tage pas  S,  en  deux  régions;  mais,  même  dans  ce  cas,  la  cousidé- 
iMtion  des  c\cles  sans  contact  n'en  conserve  pas  moins  une  imj)()i'tance 
caj)itale.  C'est  ce  ([ue  l'on  comprendra  mieux  par  les  exempl(^s  que  je 
vais  (loiuierdans  le  Chapitre  suivant. 

CHAPITRE  XV. 
KTLDE   i'Airrici!r,ii:ni:  du  tori:. 

Les  surfaces  de  genre  i  sont,  comme  on  l'a  vu,  les  seules  sur  les- 
quelles il  puisse  n'exister  aucun  point  singulier.  Après  le  cas  des  sur- 
faces de  genre  zéro,  qui  ne  diffère  pas  en  réalité  de  ceux  qui  ont  été 
traités  dans  les  deux  premières  parties,  le  cas  le  plus  simple  cpii  puisse 
se  présenter  est  celui  des  surlaces  de  genre  i  sans  point  singulier. 
C'est  donc  celui  que  nous  allons  étudier  en  détail. 

Pour  fixer  davantage  encore  les  idées,  je  supposerai  que  la  sur- 
face S,  se  réduit  au  tore 

Z-  H-  (R  -  y/x-+j2)'  =  /•-. 

.Mais  tout  ce  (|ue  nous  diron-.   du   tore  s'appliquera  à  une  surface 
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quelconque  du  genre  i,  qui  n'en  diffère  pas  au  point  de  vue  de  la  géo- 
métrie de  situation. 
Nous  poserons 

a?  =  (R -f- /•cos(o)  cos'ij, 

y  =  (l\  -+-  rcosco)  siiKp, 


z  =  rsmw. 

Nous  mettrons  les  équations  différentielles  sous  la  forme 

doj  d'D  

i2  et  <1>  devront  être  des  polynômes  entiers  en  coso,  sinw,  cosç»  et 
sinçj. 

On  trouve,  d'ailleurs, 

j"(.c-4- K-  +  --+ R-— /•-)        •  y 

cosffl  =  — ^ V> ,    0 T^ '     sinci  =  cos©-> 

Z                           r  cos'^  +  )■  sin  o  —  R 
snioj  =  -j      cosco  =  '■ ■- , 


ce  qui  montre  que  si  £2  et  <!>  sont  des  polynômes  entiers  en  cosw,  sinco, 

d.v    dy        clz  .     1        r  •  Il 

COSC2  et  siu'^,  -775  -T-  et  -r-  seront  des  (onctions  rationnelles  en  x,  y 

'  '      dt      dt         dt  '  -' 

et  z. 

Four  bien  saisir  la  suite  de  la  discussion,  il  faut  se  reporter  aux 
Chapitres  YIII  et  IX  (IP  Partie).  Nous  allons,  en  effet,  appliquer  les 
mêmes  méthodes  et  partager  le  tore  en  régions  acycliques  (sillonnées 
par  des  cycles  sans  contact,  parmi  lesquels  il  n'y  a  aucun  cycle  limite), 
en  régions  cycliques  (sillonnées  par  des  cycles  sans  contact,  |)arnu  les- 
quels il  y  a  certainement  des  cycles  limites),  en  régions  monocycliques 
(où  il  y  a  un  cycle  limite  et  un  seul),  et  en  régions  douteuses  (où  l'on 
ne  saurait  affirmer  qu'il  y  ait  ni  qu'il  n'y  ait  pas  de  cycle  limite).  I.a 
discussion  sera  terminée  lorsqu'il  ne  restera  plus  que  des  régions  acv- 
cliques  et  monocycliques. 

Le  problème  revient  donc  à  savoir  si  une  région  est  cyclique,  et  si 
elle  est  nionocyclique.  Voici  les  règles  que  nous  appliquerons  pour  le 
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reioluiaitre,  ci  (|ni  ne  soront  autre  clioso  (|ii('  celles  (jiie  nous  avons 
exposées  dans  le  Clhapitre  \  111. 

I*'  Soit  une  région  ]l  doubienienl  eoniu>\e  hnniée  par  deux  ewles 
sans  eontael  C  et  (/,  et  soit  AMM  un  are  ali^éhrirpie  (pieleoncpie  (ou- 
|)ant  ees  deux  eveles  (Mi  A  et  en  \\.  ("onsidérons  un  obseivaleur  sin\anl 
eet  are  et  pénétrant  dans  la  région  W  j)ar  le  |)oint  A  S'il  a  à  sa  droite 
la  denii-trajectoiro  qui  s'étend  dans  la  région  II  à  partir  du  point  A. 
nous  dirons  que  le  cvele  Cl  est  positif,  il  sera  né^gatif  dans  le  cas  con- 
traire. Supposons  maintenant  que  l'observaleiu-,  en  sui\ant  eet  are, 
sorte  de  la  région  \\  jiar  le  point  B.  De  ee  pouH  \\  partiront  deux  demi- 
trajectoires,  1  une  s'étendant  à  l'intcricnu'  de  H,  l'autre  à  r<>xtérieur  de 
cette  région.  C'est  cette  dernière  c|ue  nous  considérerons.  Si  elle  est  a 
la  droite  de  l'obserNaleur,  le  c\cle  ("/  seia   positif  {(•/'.    (lliap.    \lll, 

|).    2cSC)). 

Si  les  deux  cycles  sont  de  même  signe,  le  nond)re  des  eveles  I  uni  les 
conleiuis  dans  la  région  R  est  de  même  parité  (\no  le  nombre  des 
conlaiMs  de  l'arc  AMIi;  il  est  de  parité  diUV'rente  dans  le  ("as  con- 
ti'au'e. 

Kn  paiticulier,  supposons  que  les  tleux  eveles  C  et  (/  soient  deux 
cercles  méridiens  ç^  =  (p^  et  's  =  9,.  Supj)osons  cpie,  dans  la  région  \\ 
et   siu'  sa  frontière,  il  soif  constannnenl   de  iném»'   signe;   supj)osons 


(|U(^  \c  long  du  cycle  (.  on  ait 


-r  >  o 

r/t    ^ 


et  (pie  le  loniî  du  cvele  C'  on  ait 

l*ren(>ns  poiu'  l'arc  AMI»  l'arc  de  |)arallèle  oj  =::-  o,  cpii  est  sans  con- 
t;ict.  Les  deux  eveles  seront  de  signe  contraire.  Le  nondjre  des  cycles 
limites  contenus  dans  R  sera  donc  impair.  Donc  cette  région  est  cer- 
tainement cyclique. 

2^  Soient  p  ut  0  les  coordoiuiées  polaires  d'iui  j)oint  dans  ini  plan; 
supposons  qu'on  établisse  entre  oj  et  o  d'une  part,  p  et  6  d'antre  part, 
une  relation  telle  c[ue  la  région  R  du  tore  et  une  certaine  région  R, 
doublement  connexe   du  plan    se   correspondent  point   ])ar  point   et 
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(l'une  façon  uniforme.  Supposons  que,  toutes  transformations  faites, 
l'équation  différentielle  proposée  s'écrive 

Si  dans  la  région  R  il  y  a  plus  de  deux  cycles  limites,  il  y  aura  forcé- 
ment dans  la  région  des  points  où 

— i  =  o     ou  bien     'i)  =  ce 

dp  ' 

[cf.  Cliap.  Xlll,  théorème  XIX). 
Soient,  en  j^articulier, 

5  =  w,     p  =  <p  -i-K, 

K  étant  une  constante  quelconque. 

Si  dans  la  région  R  la  fonction  Q.  ne  s'annule  pas,  ni  non  plus  la  fonc- 
tion -r-i  la  région  H  est  certainement  acyclique  ou  monorvclu|ue. 

Nous  étudierons  d'abord  l'exemple  suivant 

r/cs  ,  r/(o 

-j-  z=  a  -\-  b  cosw  —  cos^,     —  r=  c, 

a,h^c  étant  des  constantes  telles  que 

rt>-Z>^o,     a  +  b  <Ci.,     c  ;>  o. 
Nous  poserons 

a  -\-  h  ^  cos<po,     a  —  6  =  cos<p,, 

les  angles  -po  et  o,  étant  compris  entre  o  et  -• 

I  a  valeur  de  -^  ne  s'annulant  jamais,  tous  les  parallèles  w  =  const. 

sont  des  cycles  sans  contact.  Voilà  donc  un  premier  système  de  cycles 
sans  contact  parmi  lesquels  il  n'y  a  aucun  cycle  limite. 

Maintenant,  on  voit  aisément  que,  si  o  est  compris  entre  çp,  et  2;:  — o, . 


22/|  11.     l'OIIVCARi;. 

^  est  positif,  ('[{jue,  si  9  est  compris  entre  —9,,  et  +9,,,  jjj  ^^^  néii;alil. 
Le  tore  se  trouve  ainsi  partagé  en  cpialre  réi;i()ns,  les  régions 

?.<?<27r-9,,      -9o<?<?o' 

où  tous  les  niéritliens  sont  des  eveles  sans  contaet  (ee  sont  des  régions 
acycliques),  et  les  régions  11(9,,  <9<  9,)  et  ir(— 9,  <  9  <—  9,,)  (pn 
sont  douteuses. 

Considérons,  en  particulier,  la  région  U.  Je  dis  d'abord  (pTelU^  est 
cyclique,  car  on  a 

y-  ^  0     pour  le  cycle  (p  ^  çj, , 


et,  de  plus. 


J77  <<^      P"'"'  '«O^^l^'  ?=  ?.M 


—r  J>  o. 


Les  deux  cycles  sans  contact  9  =  9,  ot  9  =  9,,  (pii  limitent  la  ré- 
gion W  sont  donc  de  signe  contraire,  si  l'on  prend  pour  l'arc  AMJi, 
dont  il  a  été  question  plus  haut,  l'arc  sans  contact  «  =  o.  Donc  la  ré- 
gion \\  contient  au  moins  un  cvele  limite. 

De  plus,  elle  n'en  peut  contenir  ijlusd'un;  car,  si  elle  en  contenait 

deux,  on  devrait  avoir  à  l'intérieur  àv  11  soit  i2  =  o,  soit  -r-  =  o. 

,^     ,  1  ,     .  .  (h\>  ,  , 

Or  il  ne  s  annule  jamais,  et  -jr  =  ^^'i?  ^^^  peut  s  annuler  ([ue  pour 

9  ^  mn,  c'est-à-dire  en  dehors  de  R. 

Donc  dans  la  région  11  on  peut  tracer  un  cycle  limite  et  un  seul,  que 
j'appelle  C. 

Pour  la  même  raison,  dans  la  région  Jl',  on  |)eut  tracer  un  cycle 
limite  et  un  seul  que  j'appelle  C/. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  un  second  système  de  cycles  sans 
contact  parmi  lesquels  il  y  a  deux  cycles  limites  Cet  C  et  une  infinité 
de  méridiens. 

Les  deux  cycles  C  et  C  partagent  le  tore  en  deux  régions  P  et  P'. 
toutes  deux  sillonnées  de  cycles  sans  contact.  Considérons  le  point 
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mobile  dont  le  mouvement  est  défini  par  nos  équations  différentielles. 
Si,  à  l'origine  du  temps,  ee  point  mobile  est  dans  une  des  deux  régions  V 
ou  P',  il  n'en  pourra  jamais  sortir.  Si  donc  sa  coordonnée  o  esta  l'ori- 
gine du  temps  comprise  entre  cp,  et  271  —  9,,  elle  restera  toujours  com- 
prise entre  9^  et  o.t:  —  o^. 

De  plus,  dès  que  le  point  mobile  aura  franchi  un  des  cycles  sans 
contact  du  second  système,  il  ne  pourra  plus  le  franchir  de  nouveau. 
Quand  le  temps  croîtra  indéfiniment,  le  point  mobile  se  rapprochera 
asymptotiquement  de  l'un  des  deux  cycles  limites  C  et  C. 

En  d'autres  termes,  et  pour  reprendre  le  langage  du  Chapitre  X,  l'or- 
bite du  point  mobile  sera  instable. 

Le  second  exemple  que  nous  traiterons  sera  encore  plus  simple  que 
le  précédent. 

J'écrirai  simplement 

dl  '      dt  ' 

a  et  h  étant  deux  constantes  positives.  On  voit  immédiatement  que 
tous  les  parallèles  et  tous  les  méridiens  sont  des  cvcles  sans  contact, 
et  que  l'intégrale  générale  s'écrit 

-  =  V  --=  const. 
a         b 

Si   le   rapport    -r   est    commensurable,   toutes  les  trajectoires   sont 

fermées;  il  y  a  donc  stabilité. 

Supposons  maintenant  que  le  rapport  y  soit  incommensurable;  il  y 

aura  encore  stabilité  en  ce  sens,  que  si  l'on  considère  une  portion  y?  du 
tore,  si  petite  qu'elle  soit,  cette  portion  sera  traversée  une  infinité  de 
fois  par  une  quelconque  des  trajectoires.  Si  le  point  mobile  occupe  à 
l'origine  des  temps  un  certain  point  A,  il  ne  viendra  pas  repasser  en  ce 
point,  mais  il  viendra  une  infinité  de  fois  passer  en  des  points  infini- 
ment voisins. 

Considérons  la  courbe 

io  =  c^p  +  d, 

c  étant  une  constante  commensurable  et  d  une  constante  quelconque. 

Journ.  de  Math.  (4*  série,)  tome  I.  —  Fasc.  II,   i885.  2C) 


■22h  H.     POINCAni;, 

Cette  courbe  sera  un  cycle  fermé,  et  il  est  aisé  de  voir  (jne  ce  sera  to!i- 
jours  un  cycle  sans  contact 

On  peut  donc  tracer  sur  le  tore  une  inllnilé  de  systèmes  de  cycles 
sans  contact,  parmi  les(piels  il  n'y  a  aucun  c\cle  limite. 

Les  deux  exemples  (pii  précèdent  sullisent  déjà  pour  faire  com- 
prendre que  la  présence  d'un  cycle  limite  est  u\\  si^iie  d'instahilité,  el 
l'absence  d'un  pareil  cycle,  un  signe  de  stabilité.  Mais,  |)our  mieux  se 
rendre  comj)te  de  ce  fait  important,  il  est  indispensabh»  de  pénétrer 
plus  avant  dans  la  «picslion. 

Nous  .''Uj)pos(>rons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  w  et  cp  vont  constam- 
ment en  croissant  avec  le  tcMups,  c'(^st-à-dire  que  i^  et  *!)  sont  toujours 
positifs,  et  de  plus  (pi'il  n'v  a  sur  le  tore  aucun  point  singulier. 

Considérons  le  méridien  'p  =  o,  qui  sera  un  cy(de  sans  conlact. 
Soit  M(o)  un  point  de  c*  méridien  où  se  trouve  le  point  mobile  à 
l'origine  des  temps.  Ce  point  aura  pour  coordonné(vs 

(?  =  <>.  <'^  ^  ^«^o)- 

si  l'on  fait  croître  le  tenq)s,  w  et  'p  croîtront  également,  de  soite  (jue  o 
lin  ira  par  devenir  égal  à  2  7r;  le  point  mobile  sera  venu  alors  en  lU) 
point  M[\  I  i[u\  sera  situé  sur  le  cychî  sans  contact  ip  =:  o  d'où  nous 
sommes  partis,  qui  sera  le  conséquent  du  point  M(o)  et  qui  aura  pour 
coordonnées 

(f!^  =  -j.n,  w  =  w,  ). 

Les  deux  quantités  w^  et  o),  seront  liées  par  une  certaine  relation 
qui  n'est  autre  cliose  que  la  loi  de  conséquence  du  (chapitre  V.  J'écrirai 
cette  loi  sous  la  double  forme 

Les  hypothèses  faites  permettent  d'énoncer  au  sujet  de  cette  loi  d*- 
conséquence  les  principes  suivants  : 

Premier  principe.  —  Tia  fonction  <]/  est  continue. 

Deuxième  principe.  —  La  fonction  'h  croît  constamment  avec  co„,  de 
telle  sorte  que 
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et,  (le  plus,  on  a 

']/(o)^+  27r)  =  ■H'-''o)  +  -"• 

Troisième  principe.  —  La  fonction  .1  est  holomorphc  pour  loutes  les 
valeurs  réelles  de  Wp. 

D'ailleurs  il  est  clair  que  la  fonction  0  jouit  des  mêmes  propriétés 
(jue  la  fonction  ^. 

Soient  maintenant  M  (j),  M(2),  . . .,  M(t)  les  conséquents  successifs 
etM(—  i),  M(—  2),  .  .,  M(—  i)  les  antécédents  successifs  de  ]M(o;. 
Leurs  coordonnées  oj,,  C02,  ...  et  w  ,,  «_2,  ...  nous  seront  données 
par  les  équations 

<i) ,  =  'i (  to„  ) ,         Wo  =-  'i;']'  ( coy    ,         co.,  =  'l'I/'i  (  Wq  J  •        •  •  •  ' 

Les  points  M  forment  un  ensemble  de  points  que  j'appc  lierai  P,  d'après 
la  notation  adoptée  par  M.  Cantor.  J'appellerai  P'  l'ensemble  dérivé 
de  P,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points  dans  le  voisinage  desquels  il 
y  a  ime  infinité  de  points  appartenant  à  Tensc-mble  P.  Enfin  je  dé- 
signerai par 

D(P,Q) 

l'ensemble  des  points  communs  à  deux  ensembles  P  et  Q.  Je  renverrai, 
pour  plus  de  détails  sur  les  ensembles  de  points  et  l'emploi  des  nota- 
tions qui  précèdent,  à  divers  Mémoires  de  M.  Cantor,  parus  en  alle- 
mand dans  les  Mathematische  Annalen  et  en  français  dans  les  Acta 
maihemalica . 

Je  puis  alors  me  poser  les  questions  suivantes  : 

I"  Quelles  sont  les  propriétés  de  l'ensemble  P  des  jioints  M  et  de 
.ses  dérivés? 

2"  Dans  quel  ordre  circulaire  sont  distribués  les  points  M  sur  le 
cercle  méridien  (p  =  o? 

Je  vais  démontrer  d'abord  cjue  l'on  a 

D(P,P')  =  o 
ou  bien 

D(P,P')  r^P. 


22S  II-     POINCAIU:. 

Kn  d'autres  termes,  si  l'enscMiible  Pa  nu  point  eoinnnnï  av(H^  son  dé- 
rive P',  tous  ses  points  feront  partie  de  eet  ensemble  dérivé. 

Eu  effet,  soitM(/)  un  point  de  P  npparlcMiant  à  P';  (ra|)rés  la  deliin- 
tiou  de  P',  il  v  aura,  dans  le  voisinage  de  M(/),  une  infinité  de  jK)ints 
appartenant  à  P.  Nous  j)ourrons  done  trouver  une  série  de  j)oints 

]M(X-,),   iM^/-,),   ...,   M(/>),    .    . 

appartenant  à  P,  et  tels  que 

lim  iM(^^)  =  M(/)     i)our     p  —  zo  . 

Cela  posé,  soit  M(v)  un  j)oint  cpudeoncpie  de  P.  Considérons  les  points 

M(A-,- /-i-v).  M(/\-/h-v),   ...,   M(/-/,-/+v),   .... 

En  vertu  de  la  eontinuitéde  la  fonction  y,  on  aura 

lim  M [k,,—  /  +  V )  =  M ( V )     pour    /?  =  ao  . 

Donc  M(v),  et,  par  conséquent,  tout  [)oint  de  P  appartient  à  P'. 

c.    Q.    F.    n. 

La  condition  D(P,  P')  =  o,  traduite  dans  le  langage  du  Chapitre  X, 
signifie  que  la  trajectoire  est  instable.  En  effet,  le  point  M(o)  n'appar- 
tenant pas  à  P',  le  point  mobile  ne  reviendra  jamais  dans  le  voisinage 
de  son  point  de  départ.  Il  y  a  exception  toutefois  lorsque  la  trajectoire 
est  fermée. 

Thkorème  XX..  —  Si  ion  a  pour  loiUcs  les  trajectoires  D(P,  P'j  =  o, 
il  Y  a  certainement  un  cycle  limite^  à  moins  que  toutes  les  trajectoires  ne 
soient  fermées. 

Soit,  en  effet,  N(o)  un  point  dcP',  dans  le  voisinage  duquel  se  trouve 
par  définition  une  infinité  de  points  de  P.  Soit  Q  l'ensemble  des  points 
N(i),  c'est-à-dire  des  antécédents  et  des  conséquents  successifs  de 
N(o). 

Tl  n'est  pas  possible  que.  dans  tout  intervalle  compris  entre  deux 
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points  quelconques  de  P,  il  y  ait  un  point  de  Q;  car,  dans  le  voisinage 
de  N(o),  il  y  a  une  infinité  de  pareils  intervalles  :  il  y  aurait  donc  une 
infinité  de  points  de  Q,  ce  qui  est  impossible  en  vertu  de  l'hypothèse 

D(Q,Q')  =  o. 

Soient  donc  M(o)  et  M(/)  deux  points  de  P  entre  lesquels  il  n'y  ait 
aucun  point  de  Q.  Il  n'y  en  aura  pas  non  plus  entre  M(«')  et  M(2f); 
car,  si  lepoint  ^{k)  se  trouvait  entre  M(i')  et  M(2i),  le  point  N(yî:  —  i) 
serait  entre  M(o)  et  M(/),  puisque  la  fonction  <li  est  constamment  crois- 
sante. Il  n'y  en  aura  pas  non  plus  dans  l'intervalle  compris  entre 
M(/?/)  et  M{pi-hi).  De  plus,  si  le  point  M(«)  est  à  droite  du  point 
M  (o),  par  exemple,  le  point  M[pi  +  /)  sera  à  droite  de  M(/j/).  Lorsque 
p  croîtra,  la  seconde  coordonnée  u  du  point  M(/>z)  variera  donc  tou- 
jours dans  le  même  sens;  elle  ira,  par  exemple,  toujours  en  croissant, 
mais  elle  ne  pourra  croître  indéfiniment,  sans  quoi  N(o)  se  trouverait 
dans  un  des  intervalles.  Cette  coordonnée  w  tendra  donc  vers  une 
certaine  limite  qui  correspondra  à  un  point  P(o)  du  cercle  méridien  ; 
on  aura  donc 

lim  M  [pi)  =  P(o)     pour    yj  =  oo  , 

On  en  déduit 

\imM{pi-h/c)  =  V{k), 

\imM{pi  ^i)  =  P(«), 
P(o)-P(0- 

x\.insi  le  1^*^°^^,  conséquent  du  point  P(o),  est  ce  point  lui-même.  Donc 
la  trajectoire  qui  passe  par  ce  point  est  fermée,  et  il  est  aisé  de  voir 
que  c'est  un  cycle  limite. 

La  condition  D(P,  P')  =  P  signifie  que  la  trajectoire  est  stable,  lin 
effet,  dire  que  le  point  de  départ  M(o)  appartient  à  P',  c'est  dire  que 
le  point  mobile  reviendra  une  infinité  de  fois  dans  le  voisinage  dans 
ce  point. 

Si  donc  on  a,  pour  toutes  les  trajectoires  D(P,  P')  =^  P,  la  stabilité  est 
certaine.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  le  second  des  exemples 
cités  plus  haut. 

Mais  on  peut  se   demander   s'il    n'arrive   pas   aussi   que  l'on    ait 


a3o  11.    poiNCMu: 

D(P,  P')  =  o  pour  0(M'laines  trajecloiros  et  1)(P,  P')  =  P  poiird'aiUros  ; 
ce  sera  là  Toriiriiie  de  toiilos  los  (lifficiillés  que  nous  ronronhcronsdans 
la  suil(\ 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  \ais  étahiir  le  lenuuc  suivant  : 

Soient  M{o)  et  N(o)  deux  points  (juclconcjucs,  M(/)  et  ]N(/)  leurs  /"""' 
conséquents.  Si  ces  deux  derniers  sont  contenus  fous  deux  dans  Vinter- 
valle  M(o),  ^{o),  je  dis  qu" il  y  aura  un  cycle  liniilc. 

Eu  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les  deux  j^oinls  ]M(  2/)  et  ]N(2f)  seront  eoni- 
pris  tous  deux  dans  l'intervalle  M(i)N(ï),  les  deux  points  M (3/)  et 
N(3i),  dans  l'intervalle  M(2£)N(ii/),  ....  Donc,  lorsque /;  eioitra,  la 
seconde  coordonnée  oi  i\\\  point  IM(/>«)  variera  toujoiu's  dans  le  même 
sens,  sans  pouvoir  pourtant  dépasser  une  certaine  limite.  Un  en  con- 
clut, comme  jilus  haut,  l'existence  d'un  point  P(o),  tel  que 

lini  M(^/;f  j  =  P(o)      pour     y;  —  oc  , 

(>l.  par  conséquent,  celle  d'un  cycle  limite. 

Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  l'ordre  circulaire  dans 
lequel  sont  disposés  les  points  M(/),  en  laissant  de  côte  le  cas  où  il  y 
a  un  evcle  limite  et  où  cet  ordre  se  détermine  aisément. 

Soient  a^  la  longueur  de  l'are  M(o)]VI(i),  a,  celle  de  l'are 
M(i)i\I(2),  ...  et,  en  général,  a,  celle  de  l'arc  M(f)M(«+  1).  Je  dis 
que  le  rapport 


tendra,  quand  on  fera  croître  n  indéfiniment,  vers  une  limite  finie,  dé- 
terminée, indépendante  de  /,  mais  incommensurable  avec  2nr. 

Prenons,  à  partir  du  point  M(o),  un  are  L  du  cercle  méridien,  égal 
à  k  circonférences  entières,  c'est-à-dire  à  iktzr,  et  supposons 

(l)  7.0+ a,  H-.  .  .-r  a,,-<  2^-j:r<  7-0 -}- a, -f- a.  +  .  .  .H- a,,    ,. 

D'après  cette  inégalité,  il  y  a,  sur  l'arc  L,  v  +  2  points  de  P,  à  savoir  : 
M(o),  ]VI(i),  . . .,  M(v  +  i),  et  il  n'y  en  a  pas  davantage. 


coiiiîBi;s   i)i;fimi::s   par   uni;   iquation   oiFFKr.F-N tielli:.        '2jI 

Pour  bien  entendre  cctLe  proposition  et  pour  éviter  tcjute  eonfusiou. 
il  importe  de  faire  la  remarque  suivante  : 

La  seconde  coordonnée  «  d'un  point  M  du  cercle  méridien  0  =  0 
n'est  pas  entièrement  déterminée;  car  on  retrouve  le  même  point  en 
augmentant  w  d'un  multiple  de  211.  Si  toutefois  on  se  donne  W(,,  les 
coordonnées  w^  des  conséquents  successifs  M(/)  sera  entièrement  dé- 
terminée par  les  équations 

Nous  supposerons  donc  que  nous  nous  sonnnes  donné  to„,  et  nous 
pourrons  regarder  co,  comme  complètement  déterminé. 

Il  pourra  être  avantageux,  dans  certains  cas,  d'envisager  non  pas  la 
coordonnée  co^  elle-même,  mais  une  quantité  congrue  à  to^  suivant  le 
module  2  7t  et  comprise  entre  a  et  a  -1-  271  (a  étant  la  seconde  coor- 
donnée d'un  certain  point  N  du  cercle  méridien).  Nous  désignerons 
cette  quantité  par  la  notation  (w^,  a),  et  nous  l'appellerons  coordonnée 
du  point  M(f)  réduite  par  rapport  au  point  N. 

Ainsi,  dans  la  d(  monstration  du  théorème  XX,  nous  avons  dit  que, 
quand  on  faisait  croitre/?,  la  seconde  coordonnée  to^,^  du  point  lA{pi) 
variait  toujours  dans  le  même  sens,  sans  jamais  dé|)asscr  une  certaine 
limite.  Il  s'agissait,  non  de  la  quantité  w^,  elle-même,  telle  que  nous 
venons  de  la  définir,  mais  de  cette  coordonnée  réduite  par  rapport  au 
point  N(o). 

Au  contraire,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  il  s'agira  toujours,  sauf 
avis  contraire,  de  la  coordonnée  co^  elle  même. 

Ainsi,  quand  je  dis  que  l'arc  L  contient  les  v  +  2  conséquents  suc- 
cessifs M  (o),  M(i),  ...,  M  (v  H- i),  je  veux  dire  que  les  coordonnées  co„, 
co,,  . . .,  ^à^^^  sont  comprises  entre  co^  et  co,,  +  2kTi. 

En  écrivant  les  inégalités  (i),  j'ai  supposé  que  tous  les  arcs  a,,,  a,,  . . ., 
a,  étaient  positifs.  C'est,  en  effet,  ce  qui  arrive.  Je  puis  toujours  sup- 
poser que 

car  nous  ne  pouvons  avoir  co,  =  m^,  sans  quoi  nous  aurions  affaire  à 
une  trajectoire  fermée,  ce  que  nous  ne  supposons  pas,  et,  si  nous 
avions  to,  <^  to^,  nous  compteiions  les  ai'cs  co  en  sens  contraire. 


2*^2  II.    l'oiNCAni;. 

I.o  (lonxiènio  priiicipcMloiiMo  alors 

ou 

a/^  ().  c.   Q.    i .    I). 

Soient  maintenant  N(o)  un  point  (|nclcon(|uc  coiilonu  ciilic  M^o)  cl 
]M(i),  to],  sa  coordonnée,  de  telle  sorte  que 

'•'o<<%<w,. 

Soit  c/  la  coordonnée  de  son  /'""'^  conséquent  IN  (/).  Je  dis  (pie 

f'^/<  «•\  <  <'^/4-f  ; 

(  ar,  si  l'on  avait 

les  deux  points  N(o)  et  N(/)  seraient  compris  entre  les  points  M(o)  et 
M(t),  et  si  l'on  avait 

t'\    >    ^'^i  !■  I  . 

les  deux  j)oints  M(i)  et  M(«-l- i)  seraient  compris  entre  les  |)oints 
N(o)  et  ]N(î).  Dans  les  deux  cas,  en  vertu  d'un  Icnmie  démontré  plus 
haut,  il  V  aurait  un  cycle  limite,  ce  que  nous  ne  supposons  |)as. 
De  même,  si  nous  avions 

^•^A  <  ^%  <  ^A-,  ,  , 

nous  en  déduirions 

D'ailleurs,  nous  avons,  par  l'inégalité  (i), 

oJv-Hi  <  Wo  -'r-  ihv.  <  co^^2' 

et  puisque 

co,  -h  ikn  =  ^j>({OoH-  •?.kn), 

si  donc  nous  prenons,  à  partir  du  point  M  (i),  un  arc  égal  à  2kT.r,  c'est- 
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à-dire  à  L,  il  y  aura  sur  cet  arc  v  H-  2  points  de  P,  à  savoir  :  M(i;, 
jV1(2),  ...,M(v-+-2). 

En  raisonnant  de  même,  on  verrait  que,  si  l'on  prend,  à  partir  d  tui 
point  de  P,  un  arc  égal  à  L,  il  y  aura  sur  cet  arc  v  -f-  2  points  de  P. 

Si  maintenant  on  prend  un  point  N  sur  l'arc  Kq,  puis,  à  partir  de  ce 
point  N,  un  arc  égal  à  L,  cet  arc  contiendra  certainement  les  points 
]\I(i),  M(2),  . .  ,  M(v  -h  i),  il  contiendra  ou  ne  contiendra  pas  le  point 
lVI(v  H-  2),  et  il  ne  contiendra  certainement  pas  M(v  -+-  3). 

On  raisonnerait  de  même  si  le  point  N  était  sur  un  arc  quelconque  a.,, 
d'où  la  conclusion  suivante  : 

Le  nombre  des  points  de  P  situés  sur  un  arc  quelconque  égal  à 
2/:;:rest  égal  à  v  H-  i  ou  à  v  4-  2. 

Si  l'on  donne  à  k  une  valem^  différente  k  ,  il  en  résultera  pour  v  une 
valeur  différente  v'.  Je  considère  les  deux  intervalles  compris,  d'une 

v  +  l  >;  H-  2  ,,  v'+f  v'4-9.       ^        ,. 

part,  entre  —y —  et  — j —  et,  a  autre  part,  entre       ,  -  et  — r^ —  Je  dis 

que  ces  deux  intervalles  auront  une  partie  commune.  Considérons,  en 
effet,  un  arc  égal  à  ikk'-r  et  sur  lequel  il  y  ait  M  points  de  P.  Il 
viendra 

(v  -hi)//<M<(v  +  2)yt', 

(v'+i)/i-<M<(v'4-2)yï-, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée,  il  en  serait  encore  de  même 
si,  au  lieu  de  considérer  seulement  deux  valeurs  de  k  et  deux  inter- 
valles, nous  en  avions  considéré  trois  ou  plusieurs. 

Ainsi,  si  l'on  donne  à  k  toutes  les  valeurs  entières  positives,  tous  les 

,,         V  +  I        V  +  2  .  1  I  1>  ' 

mtervalles  —r~->  —7 —  auront  une  partie  commune,  et,  de  plus,  1  éten- 
due de  l'intervalle  tendra  vers  zéro. 

Donc  ,  et  — j—^  tendront  vers  une  limite  commune,  finie  et  dé- 
terminée que  j'appelle  \x. 

T.e  nombre  ]j.  ne  peut  pas  être  commensurable. 

En  effet,  s'il  était  égal  à  2  par  exemple,  il  faudrait  que  nous  eussions 

V  H-  I  =  2/t     ou     V  H-  2  =:=  2/-. 
Soient,  pour  A  =  i ,  v  H-  1  =  2,  v  -h  2  =  !5. 

Journ.  de  Math.{!\''  série),  tome  I.  —  Fasc.  Il,  iSS.j.  JO 
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On  aura,  jiour  /•  >>  i , 

V  -h  2  ^  2  /•  -h  1  ; 

d'où 

V  -+-  2  =  9.  ^-  -h  I , 

On  01)  déduit  aisément  que  l'ordre  circulaire  des  points  M{i),  où  l'in- 
dice /est  j)ositif,  est  l'inverse  du  suivant  : 

[M(o),xM(2),M(4) a(lnif.;M(i),M('2),...,a(linr.], 

ce  qui  impliquerait  l'existence  d'un  cyele  limite. 

Si  l'on  avait,  au  contraire,  pour  X-  —  i ,  v  h-  2  =  •>.,  il  viendrait,  pour 

V  -h  2  5  2^-; 
d'où 

V  H-  2  =  2X:. 

L'ordre  circulaire  serait  alors  l'ordre  inverse  du  précédent,  et  il  y 
aurait  encore  un  cycle  limite. 
Donc  [j.  est  incommensurable. 
On  aura  évidemment 


2Tr 

pour     /i  ^  x>  , 


ce  que  nous  avions  annoncé. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  l'ordre  circulaire  des  points  de  P  est 
caractérisé  par  un  certain  nombre  incommensurable  [j.,  et  c'est  ce  ré- 
sultat que  nous  allons  chercher  maintenant  à  énoncer  d'une  façon  plus 
j)récise. 

Pour  mettre  en  évidence  ce  fait  que  v  est  fonction  de  k,  j'écrirai 
v(^),  au  lieu  de  v.  J'envisagerai  ensuite  les  v(^)  -\-  2  points  : 

(2)  M(o),   M(i),   M(2),    ...,   M[v{k)-^^], 

et  cherchons  dans  quel  ordre  circulaire  ils  sont  placés. 

Il  faudra  d'abord  placer  M  (o),  M  (i),  ...,  M[v(i)-hi]  sur  le  cercle 
méridien  dans  l'ordre  de  leurs  indices.  Ensuite  M  [vf  1  )  +  2]  viendra  se 
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placer  entre  M(o)  et  M(i),  M[v(i)  +  3]  entre  M(i)  et  M (2),  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  M  [v(2)  -h  i]  qui  viendra  se  placer  entre  M  [v(i)  +  i  j 
et  M  (o).  Le  point  suivant  M  [v(2)  -4-  2]  sera  placé  entre  JVl(o)  et  M(i); 
il  reste  à  savoir  s'il  sera  avant  M  [v(i)  -h  2]  ou  après  ce  point.  Il  sera 
avant  si 

v(2)  -)-  2  =  2v(l)  ^-  3 

et  après  s 

v(2)  +  2  =  2v(l)  +  4, 

ce  qui  sont  les  deux  seuls  cas  possibles. 

On  continuera  de  la  sorte,  et  l'on  ne  sera  jamais  embarrassé  pour 
placer  un  nouveau  point  si  l'on  connaît  les  k  nombres 

v(l),    v(2),     ...,    v(/c). 

Ainsi  l'ordre  circulaire  des  points  (  2)  ne  dépend  que  de  ces  k  nombres, 
c'est-à-dire  de  [j.,  et  il  est  le  même  que  celui  des  quantités  u.i  —  E([y.i). 
Mais  k  peut  être  pris  aussi  grand  que  l'on  veut. 

Donc  r  ordre  circulaire  des  points  M{i)  ne  dépend  que  du  nombre  in- 
commensurable [X,  et  il  est  le  même  que  celui  des  quantités  [jÀ  —  E(p-ï). 
[E(a:)  désignant,  suivant  la  coutume,  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  jc  ] 

Tl  résulte  immédiatement  de  ce  théorème  qu'entre  deux  points  quel- 
conques de  P  il  y  en  a  une  infinité  d'autres;  donc,  entre  deux  points 
quelconques  de  P,  il  y  aura  toujours  des  points  de  P'. 

Soit  N  un  point  quelconque  de  P'.  Dans  le  voisinage  de  ce  point,  il  v 
aura,  par  définition,  une  infinité  de  points  de  P  ;  entre  deux  quelconques 
de  ceux-ci,  il  v  aura  toujours  un  point  de  P'.  Donc,  dans  le  voisinage  de 
N,  il  y  a  une  infinité  de  points  de  P',  c'est-à-dire  que  N  appartient  à 
P",  ensemble  dérivé  de  P'.  On  peut  donc  écrire 

D(P',  P")=:P'. 

D'autre  paît,  un  théorème  de  la  théorie  générale  des  ensembles 
donne 

D(P,  P")  =  P"; 
d'où 

P'=P". 


23G  II       POJNCAUK. 

Vinsi  1^'  se  confond  avec  son  (Ummvo  ;  rVst  (lon("  nn  (1(^  ros  (Misoinhlcs  que 
M.  Canlor  aj)j)ollo  parfaits. 

Maison  sait  que  M.  (^ianlor  distingue  les  ens<Mnl)l(^>  paifiils  linéaires 
en  deux  classes  :  ceux  qui  ne  sont  condenses  dans  aucun  intervalle  et 
ceux  qui  sont  con(leu^és  dans  certains  intervalles. 

Nous  pouvons  donc  iaiie  trois  liypothèses  dans  l'énoncé  desquelles 
nous  reprendrons  le  langage  ordinaire. 

I''  Nous  pouvons  supposer  que  tous  K^s  j)()ints  de  la  circonférence 
méridienne  9  =  0  apparlieinu^it  à  1''. 

a"  Nous  pouvons  supposer  ensuite  ([u'il  y  a  sur  cc^tte  circonférence 
certains  arcs  dont  tous  les  points  appartiennent  à  P',  sans  que,  cepen- 
dant, il  en  soit  de  même  de  tous  les  points  de  cette  circonférence. 

3"  Nous  pouvons  supposer  enfin  qu'il  n'y  a  sur  celte  circonférence 
aucun  arc  dont  tous  les  points  appartiennent  à  P'. 

Je  vaiscommenc*  r  parfaire  voir  que  la  deuxième  hypothèse  doit  être 
rejetée.  Si  on  radoj)tait,  en  effet,  on  pourrait  trouver  sur  la  circonfé- 
rence un  arc  AB  dont  tous  les  points  appartiennent  à  P';  mais  tel  que, 
si  on  le  prolonge  au  del  1  de  A  ou  au  delà  de  B,  tous  les  points  du  pro- 
longement n'appartiennent  pas  k  P'. 

Soient  A,  et  B,  les  /"""e^  conséquents  de  A  et  !>;  les  i'»'»^-'  conséquents 
des  différents  points  de  l'arc  AB  seront  lesdiflérents  points  de  l'arc  A/B<, 
et  ils  devront  évidemment  faire  tous  partie  de  P'. 

Je  dis  que  les  deux  arcs  AB  et  A,B/  ne  peuvent  avoir  aucune  partie 
commune;  car,  si  A  et  B  étaient  situés  sur  l'arc  A,l)^  ou  si  A,  et  B, 
étaient  situés  sur  l'arc  AB,  il  y  aurait  un  cycle  limite,  ce  (|ue  nous  ne 
supposons  pas.  Si  maintenant  le  point  A/  était  situé  sur  l'arc  AB  et  B/ 
en  dehors  de  cet  arc  (ou  si  B/  était  situé  sur  l'arc  AB  et  A,  en  dehors 
de  cet  arc),  tous  les  points  de  l'arc  BB,  (ou  tous  ceux  de  l'arc  AA^)  q»ji 
forme  un  prolongement  de  l'arc  AB  au  delà  du  point  B  (ou  du  j)oint  A  ) 
appartiendraient  à  P',  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  faite  plus  haut. 

Soit  M(o)  un  point  de  P  situé  sur  l'arc  AB,  le  point  M[i)  sera  sur 
l'arc  A/B,  et  par  conséquent  en  dehors  de  AB.  Mais,  comme  le  nombre 
/  est  quelconque,  il  n'y  aurait  sur  l'arc  AB  aucun  conséquent  ou  anté- 
cédent de  M(o),  c'est-à-dire  aucun  point  de  P  à  l'exception  de  M(o). 
Mais,  pour  que  tous  les  points  de  l'arc  AB  appartiennent  à  P',  il  faut 
qu'il  y  ait  sur  cet  arc  une  infinité  de  points  de  P. 


coiiiiBEs  dj:fijnii:s  par   U-\e  équation  differentii.llp:.        2  )J 

La  seconde  hypothèse  doit  donc  être  rejetée  et  il  nous  reste  à  exa- 
miner la  première  et  la  troisième. 

J.a  première  hypothèse  peut  certainement  être  réalisée;  car  nous 
avons  reconnu  qu'elle  l'est  en  effet  par  les  équations 

c/(o  r/'i  , 

dt  '      dl  ' 

lorsque  le  rapport  y  est  incommensurable. 

Je  dis  d'abord  que,  si  tous  les  points  de  la  circonférence  appartien- 
nent à  P',  cela  sera  vrai,  quelle  que  soit  la  trajectoire  à  l'aide  de 
laqnelle  on  ait  formé  les  ensembles  P  et  P'.  Conï<idérons  en  effet  une 
autre  trajectoire  coupant  le  cercle  méridien  en  un  certain  nombre  de 
points  formant  un  ensemble  Q. 

Je  dis  que  le  dérivé  Q'  de  Q  se  composera  comme  P'  de  tous  les 
points  de  la  circonférence.  En  effet  soit  N(o)  un  point  quelconque  de 
cette  circonférence,  N(?)  son  i'^"^  conséquent,  Q  l'ensemble  des  points 
]N(i).  Dans  le  voisinage  de  N(o)  il  y  a  par  hypothèse  une  infinité  de 
points  de  P,  M(^,),  M[k,),  ...,  M[k„). 

Lorsque  n  croit  indéfiniment,  l'expression  pJ„  —  E(j(j.y?;^)  tend  vers 
mie  certaine  limite  h.  Cette  limite  caractérise  la  position  du  point  N(o) 
sur  la  circonférence. 

Je  veux  dire  que  les  trois  points  M  (y),  M(X:)  et  IS  (o)  se  présenteront 
dans  le  même  ordre  circulaire  que  les  trois  nombres,  [j.j — E(ay  , 
[j.k  —  E([x/î-)  et  h,  quels  que  soient  les  indicesy  et  i?:. 

On  verrait  aisément  que  la  position  de  N(ï)  est  caractérisée  de  la 
même  façon  par  le  nombre  k  -\-  \J-i  —  E(A  -h  \j.i),  et  l'on  en  conclurait 
que  sur  tout  arc  de  la  circonférence  il  y  a  une  infinité  de  points  de  Q, 
ce  qui  revient  à  dire  que  tous  les  points  de  la  circonférence  appartien- 
nent à  Q'. 

Un  point  quelconque  de  la  circonférence  est  caractérisé  comme  on 
vient  de  le  voir,  par  un  certain  nombre  h.  Ce  nombre  h  se  réduit  à 
\j.i  —  E([y.i),  lorsqu'il  s'agit  d'un  jîoint  M(ï)  appartenant  à  P  et  ayant 
pour  coordonnée  w^.  Il  se  réduit  à  zéro  pour  le  point  M(o)  dont  la 
coordonnée  est  w^.  De  plus,  lorsque  co^  varie  de  co^  à  w^  +  27:,  h  va 
constamment  en  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  i .  Cela  résulte  de  ce  que 


i38 
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les  j)oiiUs  (le  la  eireonlérenee  se  siiceèdeiit  dans  ]v  \uv\uc  ordie  (  ircu- 
laire  que  leurs  nombres  earactéristiqnes. 

Donc  //   (>st  une  lonetion  ei'oissante  de  o,  (Milre   les   liniil(\s  <.)„  cl 
(•)„-!-  2  7i:  on  pcul  donc  écrire,  en  série  trigoiiomélriquc  convergente, 


•2T:/i  =  l.\,„cosmco  4-  .i;B,„sinw(.) 


on  hien 


>-h 


2A'„.  cosmco  H-  1\\'„  sinwo)  ^  0 ((.<>]. 


La  fonction  (/(<•>)  représentée  parla  série  (2)  sera  une  fonction  con- 
tinue et  périodique  de  w.  I.a  loi  de  conséquence  j)ouna  alors  s'écriie 


0[' 


-+-  0{o>o)  4-  2-;x. 


Soit  un  point  N  (o)  du  cercle  méridien  ayant  pom*  nombre  caracté- 
ristique h\  construisons  la  trajectoire  qui  })asse  par  N  (o)  et  prolon- 
geons-la jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  de  nouveau  en  N(i)  le  cercle 
méridien.  Si  nous  attachons  à  chacun  des  points  de  cet  arc  de  trajec- 
toire N(o),  N(i)  [à  l'exception  du  point  N(i)],  le  nombre  caractéris- 
tique/?, tous  les  points  du  tore  auront  un  nombre  caractéristique  et 
un  seul.  L'expression 

'2 -h  —  co  -+-  ^J.r^ 

sera  une  fonction  continue  et  périodique  de  co  et  de  'p,  exprimable  par 
une  série  trigonométrique  de  la  forme  suivante  : 

(3)  îI(oj,  o)  ==  ^A,„„cos(mco  -t-  719  +  ).,„„). 

L'intégrale  générale  des  équations  proposées  s'écrira  alors 

co  =  [x<p  +  H(oj,  (p)  -h  const. 

On  est  donc  certain  d'avance  que  cette  intégrale  générale  peut  s'ex- 
primer à  l'aide  d'une  série  trigonométrique,  mais  nous  n'avons  aucune 
méthode  pour  calculer  les  coefficients  de  cette  série. 
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Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  a  évidemment 

D(P,  P')  =  P 

pour  toutes  les  trajectoires  et  l'on  ne  peut  tracer  sur  le  tore  de  région 
si  petite  qu'elle  ne  soit  traversée  une  infinité  de  fois  par  toutes  les  tra- 
jectoires. 

Venons  maintenant  à  la  troisième  hypothèse,  ce  qui  revient  à  sup- 
poser, comme  on  le  verra,  que  D(P,  P')  =P  pour  certaines  trajec- 
toires, etqueD(P,  P')  =  o  pour  d'autres. 

Imaginons  donc  que  P'  forme  un  ensemble  parfait  qui  n'est  con- 
densé dans  aucun  intervalle  ou,  pour  parler  le  langage  ordinaire,  que 
l'on  ne  puisse  trouver  sur  la  circonférence  aucun  arc  dont  tous  les 
points  appartiennent  à  P'.  Comme  P'  est  un  ensemble  parfait,  on 
pourra  certainement  trouver  sur  la  circonférence  un  arc  A(o)B(o) 
dont  les  extrémités  appartiennent  à  P',  et  dont  aucun  autre  point  n'ap- 
partient à  P'  i^cf.  Cantor,  Acta  mathematica,  t.  IV,  fasc.  4)- 

Il  arrivera  alors  que  tous  les  arcs  A(i)B(i)  jouiront  de  la  même  pro- 
priété; d'où  il  résultera  que  deux  arcs  A(i)B(«)  et  A(^)B(^)  n'auront 
aucune  partie  commune. 

Cnntor  a  démontré  que,  si  l'on  a  sur  une  circonférence,  par  exemple, 
un  ensemble  parfait  de  points  qui  n'est  condensé  dans  aucun  inter- 
valle [loc.  cit.),  les  points  de  la  circonférence  se  partageront  en  trois 
catégories  : 

i"  Les  points  de  certains  arcs  dont  aucun  point  n'appartient  à  l'en- 
semble ; 

2°  Les  extrémités  de  ces  arcs  qui  appaitiennent  évidemment  à  l'en- 
semble ; 

3°  Enfin  les  points  de  l'easemble  qui  ne  sont  pas  les  extrémités  de 
pareils  arcs. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  arcs  dont  les  points  sont  en  dehors 
de  l'ensemble  sont  les  arcs  A  (?)  ?)(/),  les  extrémités  de  ces  arcs>eront 
les  points  k[i)  et  B(/)  eux-mêmes  ;  enfin  les  autres  points  de  l'ensemble 
P'  s'obtiendront  en  cherchant  les  points  dans  le  voisinage  desquels  il 
y  a  une  infinité  de  points  S.{i)  et  B(/). 


2|0  II.     POI\CAHÉ. 

Il  V  aura  donc  aussi  trois  ospôccs  do  traj(H  loiivs  : 

i"  Je  citerai  en  premier  lieu  les  deux  trajectoires  (jui  passent,  1  une 
par  le  point  A(o),  l'antre  par  Ii(o)  et  que  j'appellerai  les  deux  trajec- 
toires A  et  ]\.  Pour  ces  deux  trajectoires,  on  a  évidemment 

n^p,  P')  =  l\ 

a"  Viennent  ensuite  les  trajectoires  qui  rencontrent  un  des  arcs 
A(f)B(f)  et  qui  par  conséquent  les  rencontrent  tous.  Si  le  point  C(()) 
d'une  de  ces  trajectoires  est  sur  l'arc  A(o)B(o),son  «'"*"'  conséquent 
C{i)  sera  sur  l'arc  A (/)!)(/).  Dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque 
de  P',  il  y  a  une  infinité  de  points  A{i)  et  B(«),  il  y  auia  donc  aussi  une 
infinité  de  points  C(/).  Si  donc  Q  désigne  l'ensemble  des  points  (i(j) 
et  Q'  son  dérive,  on  aura 

Q'=P'. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que 

])iQ,  Q')  =  o. 

3°  Il  y  a  enfin  des  trajectoires  (pii  j)assenL  j)ar  les  points  de  l.i  troi- 
sième catégorie  et  qui,  par  conséquent,  ne  rencontrent  aucun  des  arcs 
A(t)B(/).  l^our  ces  trajectoires,  l'ensemble  P'  est  encore  le  même  et 
l'on  a  d'ailleurs 

D(P,  P')  =  P. 

Ainsi  l'ensemble  P'  est  le  même  pour  toutes  les  tiajeetoires,  et 
Ion  a 

1)(P,  P')  =  P        ou        (). 

sui\ant  la  trajectoire  considérée. 

Les  arcs  A{i)h{i)  se  succèdent  dans  le  même  ordre  circulaire  que 
les  nombres  u.i  —  E  (a/). 

Les  formules 

c.j,  -h  0(oj,  )  ==  coo  -h  0(  t.jy  )  -f-  2 -a, 
co  =  a<p  4-  II  (to,  o)  H-  const., 
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OU  0((o)  el  TI(oj,  (p)  désignent  des  séries  ti'igononiétricjnes  rcpiéscntanl 
des  fonctions  continues  et  ])ériodiqiies,  subsistent  encore  ici,  mais  elles 
n'ontplus  la  même  portée.  En  effet,  la  fonction  co  -+-  6(co)  reste  constante 
tout  le  long  de  l'arc  A(/)B(ï),  et  l'on  trouverait  de  même  sur  le  tore 
des  régions  où  la  fonction  H(co,  ©) -f- t^/p  —  w  conserve  une  valeur 
constante. 

Il  resterait  à  voir  si  cette  troisième  hvpothèse,  dont  nous  venons  de 
développer  quelques  conséquences,  peut  se  réaliser,  ou,  en  d'autres 
termes,  si  elle  est  compatible  avec  les  trois  principes  que  nous  avons 
énoncés  plus  haut  au  sujet  de  la  loi  de  conséquence, 

W.  =  'j^(wo) 

et  avec  la  forme  particulière  des  équations  différentielles  considérées. 

Je  puis  affirmer  qu'elle  est  compatible  avec  les  deux  premiers  prin- 
cipes, en  vertu  desquels  la  fonction  ii  est  continue  et  croissante. 

Est-elle  également  compatible  avec  le  troisième  principe,  en  vertu 
duquel  la  fonction  ^  est  holomorplie?  C'est  ce  qui  resterait  à  examiner. 

Il  faudrait,  ou  bien  trouver  un  exemple  où  la  troisième  hypothèse 
soit  réalisée,  ce  que  je  n'ai  pu  faire  jusqu'ici,  ou  bien  en  démontrer 
l'impossibilité  dans  tous  les  cas. 

Je  n'ai  pu  non  plus  arriver  à  ce  résultat,  et  je  crois,  d'ailleurs,  que 
riiypothèse  est  effectivement  réalisable,  mais  il  y  a  des  cas  particuliers 
où  l'on  peut  démontrer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  et  qu'on  doit  s'en  tenir 
à  la  première  hypothèse. 

Soient  C(o)  un  point  de  la  circonférence  méridienne,  C(i),  C(2),  . . ., 
C[i)  ses  f'*^™^"  premiers  conséquents;  on  s'arrêtera  lorsqu'on  arrivera 
àun  {i -h  i)'*^'"^  conséquent  situé  sur  l'arc  A(o)  A(i).  Soient  maintenant 
Mo  et  ^0,  M,  et  m, ,  ... ,  Mj_,  et  m/_, ,  M,  et  m^  la  plus  grande  et  la  plus 

petite  valeur  que  peut  prendre  la  dérivée  -j-^,  respectivement  sur  l'arc 

C(o)(i),  sur  l'arc  C(i)C(2),  ...,  sur  l'arc  C{i  —  i)C{i)  et  enfm  sur 
l'arc  C(OC(o).  Si 

MoM,M2...M,_,  M,<i     et     MoM,  Mg. .  .M/_,  <  i 
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ou  bien  oik  oro  si 

on  est  ccrlaiii  que  la  troisième  hvpollu'se  doit  vivo  rejotéo. 

l'ar  le  mcme  procédé  on  peut  IroiivcM',  dans  tous  les  cas,  la  liinilx; 

supérieure  de  l'un  quelconque  des  arcs  A(f')B(/),  définis  plus  haut.  Si 

1  •  1        ■    ■  I     1      1  ■   ■    '     (fi<)i  I 

M  est  le  maximum  et  ///  le  inmimum  de  la  (l(;rivce  -7— j  tous  les  arcs 

A(ï)B(/)  sont  plus  petits  que 


M 

On  peut  (aire  encore  une  remai{jue;  lejirenons  le  j)()iiit  A(())  v\.  la  tra- 
jectoire A  qui  passe  par  ce  point.  Soient  C(o)  et  D(o)  deux  points  très 
voisins  de  A(o),  mais  situés  l'un  à  droite  et  l'autre  à  gauche  de  ce 
point;  soient  C  et  D  les  trajectoires  qui  passent  par  ces  j)oints.  Nous 
pouvons  imaginer  trois  points  mobiles  a,  c,  r/ décrivant  ces  trois  tra- 
jectoires simultanément,  de  façon  à  se  trouver  toujours  tous  les  trois 
sur  le  même  cercle  méridien.  Lorsque  le  temps  croîtra,  il  arrivera  alors 
([ue  la  distance  ne  tendra  vers  zéro,  et  que  la  distance  ad  ne  tendra  pas 
vers  zéro,  et  ctda,  quelque  voisins  que  soient  de  A(o)  les  points  C(o) 
et  D(o).  Dans  la  première  liy|)othése,  au  contraire,  il  est  impossible 
que  la  distance  de  deux  points  mobiles  a  et  c  décrivant  deux  trajec- 
toires différentes  tende  vers  zéro.  Je  ne  doute  pas  qu'on  ne  puisse  se 
servir  utilement  de  cette  remarque,  bien  que  je  n'en  aie  pu  moi-même 
tirer  aucun  parti. 

Toutes  ces  considérations  n'ont  pu  encore  me  conduire  à  la  solution 
de  la  question  principale  et  ne  m'ont  pas  permis  de  démontrer  rigou- 
reusement que  la  troisième  hypothèse  peut  effectivement  être  réalisée 

Bien  d'autres  questions  se  posent  d'ailleurs,  qui  sont  intimement 
liées  avec  la  précédente.  C'est  ainsi  qu'on  peut  se  demander  comment 
varie  le  nombre  caractéristique  ;x,  défini  plus  haut,  quand  on  fait  varier 
les  coefficients  des  équations  différentielles.  On  peut  démontrer  que  cette 
variation  est  continue.  Mais  nous  pouvons  supposer  que,  pour  certaines 
valeurs  de  ces  coefficients,  il  y  ait  un  cycle  limite;  le  nombre  [j.  peut 
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alors  être  regardé  comme  commensurable.  Si,  pour  d'autres  valeurs 
des  coefficients,  le  nombre  [j.  est  incomiiieusurable  (ou  commensurable 
sans  qu'il  y  ait  de  cycle  limite)  et  si  l'on  fait  varier  ces  coefficients 
d'une  manière  continue  et  de  façon  à  passer  par  les  valeurs  qui  don- 
nent un  cycle  limite,  le  nombre  [x  présentera  toujoiu's,  pour  ces  valeurs, 
soit  un  maximum,  soit  un  minimum.  Il  y  a  là  certainement  le  point  dv 
départ  d'une  série  d'études  qui  seront  i-ans  doute  fécondes,  et  que  je 
crois  devoir  signaler  aux  travailleurs. 

J'espère,  d'ailleurs,  pouvoir,  dans  un  Chapitre  ultérieur  de  ce  Mé- 
moire, donner  mu^  ces  questions  des  résultats  plus  complets.  J'v  revien- 
drai, en  effet,  après  avoir  posé,  dans  la  suite  de  ce  travail,  une  série 
de  problèmes,  fort  analogues  au  précédent,  mais  plus  délicats  encore, 
et  qui  sont  liés  intimement  avec  l'importante  question  de  la  conver- 
gence des  séries  trigonométriques  er,  en  particulier,  des  séries  em- 
ployées en  Mécanique  céleste. 

Avant  de  terminer,  je  voudrais  montrer,  en  quelcpies  mots,  en  quoi 
consiste  le  lien  que  je  viens  de  signaler  entre  le  problème  qui  vient  de 
nous  occuper  et  les  méthodes  de  la  Mécanique  céleste. 

Nous  avons  vu  que  l'intégrale  générale  des  équations  proposées  pou- 
vait se  mettre  sous  la  forme 

(j)  —  [y,<p  —  T](oj,  o)  :=  const., 

H  étant  une  série  trigonométrique.  Supposons  que  notre  équation  dif- 
férentielle s'écrive 

p.„  étant  une  constante,  a  un  coefficient  très  petit  et  F  un  polynôme  en 
cosoj  sinco,  cos'p,  sin-p,  ou  plutôt  encore  ime  série  trigonométrique 

F  =:  1A,„„  cos(mto  -i-  no  -h  !,„,,). 
Il  viendra 

Supposons  que  u.  et  H  puissent  se  développer  suivant  les  puissances  de 
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a,  (lo  telle  sorle  (lue 


Il  vieiulrn 


a  —  ;i.o-+-  iJ.,y.  4-  ;A,a--h..  ., 


(/II-,         r/lL  _  r/H, 


-    _|_    "  •  •  2    '■  "1    I,^    


On  choisira  l(\s  constantes  [x,,  y.^,  [j-s,  ...  de  (acon  (juo  les  seconds 
nienibies  des  égalités  précédentes  soient  des  séries  trigc>nomélriqnes 
débarrassées  de  leur  terme  tout  connu.  Il  sera  alors  possible  (si  p.„ 
est  incommensurable)  de  trouver  des  séries  frigonométriques  Tf,, 
Ho,  ...  satisfaisant  /o/'/;?e//emc/?/  aux  équations  j>r<''("é(lentes. 

Il  est  impossible  de  n'être  pas  frappé  de  l'an.ilogie  de  ce  procédé 
d'approximation  avec  la  méthode  d(;  M.  J.itidstedt  en  Mécanique  cé- 
leste, et  de  ne  pas  comprendre  que  la  question  de  la  convc^rgence  du 
procédé  que  je  viens  d'exposer  est  intimement  liée  à  celle  de  la  con- 
vergence des  séries  employées  par  le  savant  astronoujedeDorpat.  Mais 
le  problème  que  nous  traitons  ici  est  évidemment  bt\'iucoup  ])lus  simple 
que  les  questions  analogues  de  la  Mécanique  céleste,  et,  si  les  diffi- 
cultés sont  de  même  nature,  elles  sont  moins  nombreuses  et  sans  doute 
plus  aisées  à  surmonter.  C'est  cette  considération  qui  m'a  engagé  à 
insister  sur  la  question  qui  a  fait  l'objet  de  ce  Chapitre,  et  qui  m'y  fera 
sans  doute  revenir  à  mesure  que  je  trouverai  des  résultats  nouveaux. 

Dans  la  quatrième  Partie  de  ce  travail,  j'aborderai  l'étude  des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre.  J'abandonne  donc  momentané- 
ment les  équations  du  premier  ordre,  en  me  réservant  de  revenir  dans 
la  suite  sur  les  problèmes  relatifs  à  ces  équations  et  restés  encore 
sans  solution,  en  les  rapprochant  des  problèmes  analogues  qui  se  po- 
seront au  sujet  des  équations  d'ordre  supérieur. 

Paris,  i5  janvier  i885. 
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Sur  l'Inversion  des  intégrales  abéliennes ; 
Par  31.  P.  APPELL. 


l.  Dans  leur  Théorie  der  Abelschen Funclionen,  I\1M.  ClebschetGor- 
dan  généralisent  le  problème  de  l'inversion,  en  intégrant  un  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dans  les  premiers  membres  desquelles 
entrent  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  et  des  intégrales 
normales  de  troisième  espèce;  ils  indiquent  une  méthode  pour  passer, 
par  continuité,  de  ce  cas  à  celui  où  certaines  intégrales  de  troisième 
espèce  sont  remplacées  par  des  intégrales  normales  de  seconde  espèce. 
Des  exemples  de  l'intégration  d'un  pareil  système  avaient  été  donnés 
auparavant  par  Rosenhain  [Mémoires  des  Savants  étrangers,  i85i)  et 
par  Clebsch,  à  l'occasion  de  ses  recherches  sur  les  courbes  de  genre  o 
et  I  (')  [Journal  de  Crelle,  t.  64).  Enfin  M.  Elliot  [Annales  de  l' École 
Normale,  i''-  série,  t.  XI),  en  étendant  la  méthode  de  Riemann,  telle 
qu'elle  a  été  exposée  par  M.  Briot,  a  intégré  un  système  d'équations  où 
figurent  les  intégrales  de  première  espèce  avec  des  intégrales  normales 
de  deuxième  et  troisième  espèce.  Il  reste  donc  à  étudier  un  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dans  les  premiers  membres  des- 
quelles entrent  non  seulement  des  intégrales  normales  de  seconde 
espèce,  mais  encore  les  dérivées  d'ordre  cjuclconque  de  ces  intégrales 
par  rapport  au  paramètre.  C'est  l'intégration  d'un  tel  système  cjui  fait 


(')    Voir  les  Leçons  de  Géométrie,   par  A.  Clol)sch,  recueillieb  et  complétées 
par  F.  Lindemann,  traduites  par  A.  Benoisl,  t.  III. 
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2'\G  V-.     AIMM'LF,. 

l'objet  (le  ee  Méinoire;  elle  permet  <l(^  (lémonlivi'  im  ihéorèine  général 
tlont  voici  renoncé  : 

I.  Soient  x  et  y  deux  variables  imaginaires  liées  par  une  relation  algé- 
brique et  (f^[x.y)  une  fonetion  rationnelle  rjuclconc/ue  de  x  et  y;  il  existe 
toujours  un  certain  nombre  [n  —  i)  d'autres  fonctions  rationnelles  de  x 
et  y 

o.,{x,y),  ^^{x,y),   ...,  9„(.T,  v) 

possédant  la  propriété  suivante  :  le  système  d'équations  différentielles 

,    o,{x,,y,)dx,  -^^^{x.„y.,)dx.-^...-+-ç^{x,„y„)dx,^=  du,, 
.,      I  ^..[x,,y,)dx,  -h  o.{x.,,y.,)dx.,-\-..  .-h  rD.,[x,„y„)dx„  =  du,, 

9„  ^  a; , ,  j ,  )  ^j? ,  +  ç)„  (  X., ,  y.,  )dx. ,+...-{-  o„  (  x„ ,  y„  )  dx„  —  du,, 
définit  les  n  points  analytiques 

(j-,,r,),  (.raO'-.).   ••-  [^n^y,>) 
en  fonction  de  u,,  u, u„,  de  telle  façon  que  les  n  valeurs 

que  prend  une  fonction  rationnelle  quelconque  Rf.r,  y)  en  ces  points  sont 
racines  d' une  équation  xlgkbwiqve  à  coef/icient s  UNiFORMEse/iM,,  u_, 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la  relation 
algébrique  qui  lie  les  deux  variables  x  et  y  est  de  genre  o  ou  i .  I.a 
méthode,  que  nous  emploierons  pour  le  cas  général  où  le  genre  est  un 
nombre  p  quelconque,  sera  la  même  que  pour  ces  deux  cas  simples. 
Cette  méthode  est  différente  de  celle  que  M.  Elliot  a  suivie  dans  les 
Mémoires  précédemment  cités;  elle  est,  avec  des  modifications  qui  se- 
ront indiquées  plus  loin,  l'extension  de  la  méthode  employée  par 
Clebsch  [loc.  cit.). 
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*2.   Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  le  genre />  de  la  relation  algé- 
brique 

(2)  ¥{x,y)=o 

qui  lie  oc  k y  est  égal  à  zéro.  La  courbe,  rrprésentée  par  l'équation  (2), 
est  alors  unicursale;  les  coordonnées  x  et  y  d'un  de  ses  points  peu- 
vent s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  t  qui  est  lui- 
même  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y,  et  les  intégrales  abéliennes 
correspondantes  deviennent  des  intégrales  de  fonctions  rationnelles  de 
/.  Dans  ce  cas,  le  théorème  général  T,  énoncé  au  n°  J  ,  se  réduit  à  la  pro- 
position élémentaire  suivante  : 

II.  Soit  R,  (/)  une  fonction  rationnelle  de  t;  onpeut  toujours  lui  associer 
[n  —  i)  autres  fonctions  rationnelles 

R,(0,     R3(0'     ■••'     ^n{t), 

de  telle  façon  que  les  n  fonctions  t,,  t.>,  .  . ,  t„  des  n  variables  Uf,  u.,,  .  . . , 
u,i  définies  par  les  équations  différentielles 

l  R^{t,)dt,  -+-K,{t.,)dt.,-{-..  .-\-  R,{t„)dt„=  dut, 
)  J{2{ti]dt^^l\.2{t2)dt.-,-+-   ..+  R^{t„)dt„=du.^, 


(3) 

1   R„{t,)dt,  +  l\„{t.^)dto  +  . .  .-h  R„  (  t,^  )  dt„  =  du,^ 

soient  racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  uniforîmes  e/i  //,, 
Soit,  par  exemple, 


(4)  R,(')  =  7 


I  I 


t      t-      {t  —  ^y      t-{t  —  i)-' 

il  suffira  d'associer  à  R,  (/)  les  deux  fonctions  rationnelles 


l\,{t)=l,,        R,(t):= 


t'  -'^     ^  (^-I)'-^ 
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I  «^s  équations  dilToionticllos.  I(>ll(^s  que  (')),  soront  alors 

/    R ,  ^  / ,  )  ^// ,  4-  R ,  (  /,,  )  dt,  -\-  il , ,  /;,  )  f//;,       du , , 
(:V)  .   \\.{t,)dl,  +  \\.{l.:)df.,-\-\\.,[l,]dl,       du,, 

'    lî  3  ,  / ,  )  dl ,  4-  R  ;,    / ,  ^  dt.  H-  R  a  i  'a  )  dt-,  =^  du ,, 

ou,  plus  suîiplonienl. 

f//,  (ii^  dt-,  ,,  , 

-i  +  — -  4-  —  =  f/(«,  -  U.  -  u,), 

'l  *2  *3 

...  V  r/^  rf^<  f/^s  j 

■>^  '    -r  H r  H r  =  du.>, 

/-  /-  /- 

<^//,  dt,  dl-i  j 

^  =  du.,. 


{ 


\  {f,-iy       (/o-i)-       (^,-l) 

(Ml  retranchant  de  la  première  la  somme  tics  deux  dernières  et  remai-- 
(juant  que 

R.(/)-R,(0-Ba(0  =  7- 
Si  l'on  intègre  et  si  l'on  pose 

//,  —  u,  —  w,  -h  C,  =  e,.      Ca  —  u,  =  t^,     (1.,  —  Mj  =  «'.,, 

(',,  C^,  Cj  désignant  les  constantes  d'intégration,  il  vient 

(6)    i,/,t,  =  c'\     f  +f  +f  =<•., 


=  ^^1); 


/,— I       /,— I       t.,—  \ 

d'où  l'on  tire  facilement  les  fonctions  symétriques  élémentaires 

^  4-/2+^:1.      /,^.,  4-  /,/3  4-   /,^o,      ^^2^:1 

en  fonction  uniforme  de  c, ,  t.,,  P3,  c'est-à-dire  de  u, ,  w^,  u^.  Mais,  pour 
suivre  une  méthode  qui  s'apphque  à  tous  les  cas,  formons  directement 
le  polynôme  du  troisième  degré 

(7)     <I)(0  =  Ao^'4- A,/-4- A2;4- A3  =  A,{t  -  t,){l-  i.,)'i  -  i,>, 
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qui  admet  pour  racines /,,  t.,,  /.).  D'après  l'identité 
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les  équations  (6)  s'écrivent 

(8)  0(0) +Aoe'''  =  o,     *I)'(o) +  (^0  (I'(o)  =  0,     a)'(i) +  ç; .,(!>( i)  =  0. 

On  a  ainsi  trois  équations  homogènes  et  linéaires  par  rapport  à  A^,  A,, 
A2,  A3;  l'élimination  de  ces  coefficients  entre  ces  équations  (8)  et 
l'équation 

Ao r-  -h  A ,  Z-  +  A.  ^  +  A 3  =  o 

fournira,  sous  forme  de  déterminant,  l'équation 


e 

c- 

t 

I 

<?'■' 

0 

0 

I 

0 

0 

1 

^2 

+   ^':! 

2  +  V. 

1    +   ^-3 

^3 

=  o. 


qui  admet  pour  racines  ;,,  t.,,  t^. 

Je  terminerai  par  une  dernière  remarque  sur  l'exemple  qui  nous  oc- 
cupe. Il  est  évident  que  l'on  peut,  sans  changer  les  concUisions  rela- 
tives à  la  nature  des  intégrales  des  équations  (3'),  remplacer  l'une 
quelconque  des  fonctions  R,(z),  Ro(0,  1^3(0  P''^'^'  ^^^^  combinaison 
linéaire  homogène  à  coefficients  constants  de  toutes  ces  fonctions. 
Voici  alors  comment  on  j^ourra,  sans  avoir  recours  à  la  décomposition 
en  fractions  simples,  déterminer  les  deux  fonctions  qu'il  faut,  dans  les 
équations  (3'),  associer  à  la  fonction  R,(/)  donnée  par  l'équation  (4). 
Cette  fonction  K|  (^  est  une  fonction  rationnelle  de  t  devenant  nulle  à 
l'infini,  admettant  pour  dénominateur 

avec  cette  circonstance  particulière  que  le  résidu  de  R,(z)  relatif  au 
pôle  Z  =  I  est  égal  à  zéro.  Formons  la  fonction  rationnelle  la  plus  gé- 
nérale qui  remplisse  toutes  ces  conditions  ;  un  calcul  bien  facile  montre 
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qu'olli'  pourra  s'ocrire 

\(e—  t-^})-h  Bjl  -  i)-H-  Cl- 

t-{i  —  \y- 

avec  trois  coefficients  arbitr.iiros  A,  lî,  C,  ou  encore 

AR,(0-t-BR,(/)-t-CR,(/); 

on  voit  que  les  fonctions  rationnelles  qui  multiplienl  A,  H,  C  sont  pré- 
(Msément  celles  qui  entrent  dans  les  é(pialious  (3'). 

5.  La  même  méthode  d'inléfiration  s'ap|)li(pie  au  cas  général  où  Ton 
prend  n  équations  différentielles  de  la  forme  suivante,  dont  un  cas 
particulier  est  indiqué  par  Clebsch  (')  : 


[9) 


{t^-bjY     "^  {h-bjY      -^■-•^-(jrirbjy 

dl^  dt^  dt„ 


-  duj.,  I    [j  —  i  ,■>,..   ,r). 


(/,_/,^.)a,M    '    ^t,-bj)<^,^^    '         '    (i.-hjY,^"'       ^^"v/-'^ 


/i  =  <y  -h  (Z I  4-  a^,  -f- .  . .  +  a,.. 

Toutes  les  quantités  a^  sont  différentes  les  unes  des  autres  et  différentes 
des  a'-;  mais  un  certain  nombre  de  ces  dernières  a\,  ...,  a[^  peuvent 
être  égales  entre  elles.  Les  quantités  bj  sont  différentes  les  unes  des 
autres,  mais  peuvent  être  égales  aux  a^,  à- . 

En  effectuant  l'iutégration,  désignant  respectivement  par 

r     r      C  c 


C)    Voi/-  Ci.EBSCH,  Joui  liai  de  Ci  elle.  t.  6i,  p.  58. 
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les  constantes  d'intégration,  et  posant 


y.j  I 


on  a  les  équations 


(<i  — «/)(^2— «,).  .  .{t„  —  ai\ 


I  0 


{h-a,){t,_—a\)...{t^- 
r                            I 

-  a)) 

r 

ta  —  bj 

I 

t^— bj           '     t._—bj 
I                             I 

(/=^  1,2,  ....ry^, 
(y  =  '.2,  ...,  r  , 

(  f  =  [  ,  2 ,  .  .  . ,  c/  , 


{t,-bjY        {t,-bjY 
I  I 


I 


^;,-2        iy  =  r,2,  ...,r  . 


^  <^, 


\{t,-bjri     {h-bj)^,  {t„-bj)^,     '"'■n 

On  peut  alors  former,  de  la  façon  suivante,  un  polynôme  de  degré  n 
(jui  admet  pour  racines  /,,  t.,,  . . .,  t^.  On  a  identiquement 

en  employant  le  signe  1  pour  désignei-  une  sommation  étendue  aux 
n  quantités  t^,  t.^,  . . .,  ;„.  On  en  conclut,  par  la  différentialion, 

^j^"'(')=^i'"(oi;,-^  -^^'(^)S(7^  ^^^^^')S(Ti.7' 


cD(^--'(/)  =.  a)t^-'(0^^  -  ^-^^^'-"(0^^ 


-^.)^ 


Ceci  posé,  les  équations  (lo)  fournissent  n  équations  linéaires  et 
homogènes  entre  les  coefficients 


Aq,   a  I ,    . . . ,   A,j 


jS'?.  p.    appell. 

(lu  i)olynt)nic  (f(/\  En   offcl,   los  r/  prcMiiicivs  tir  cos  ô(|iialioiis  (lo) 

pouvcMiL  s'écrire 

(il)  a)(rt.)  _  (l)(rt;.)r'".=i  o  (£  =  I,  2,  ..,  r/), 

ce  qui  sont  déjà  </  équalions  entre  les  eoeKieients  en  (|ueslion.  Les 
autres  relations  (lo)  pourront  s'écrire,  en  vertu  des  identités  précé- 
dentes, 

(II')       j    ,r{bj)  4-  iV..^I'"(^)  -i-  '-i^',/%'->*'(^./)  +  2^'y,a*(^>'y)  -  o, 

'   ^'V(6;)-^-e,•,,c^V^(/>;)  +  ...+  r.'2...,«/v-/lH^-)  =  ^>. 
où 

./=  i.'>-...r; 
on  a  ainsi 

«1  +  «2  -h.  •  .-h  a,-, 

équations  linéaires  nouvelles  entre  Ao,  A,,  . ..,  A„  qui,  avec  les  équa- 
tions (i  i),  forment  le  système  annoncé  de  n  équations.  En  adjoignant 
à  ces  équations  ((  i)  et  (i  i')  la  suivante 

Ao/"-+-  A,/"  'H-...+  A„=  o, 

ou  aura  {n  -h  i)  équations  linéaires  homogènes  entre  A^,  A,,  . . .,  A„  ; 
le  déterminant  des  coefficients  de  ces  quantités  doit  être  nul.  En  éga- 
lant ce  déterminant  à  zéro,  on  obtient  une  équation  de  degré  n  en  t, 
ayant  pour  racines  les  fonctions  cherchées  i,,  t.^,  .  . .,  /„,  et  pour  coef- 
ficients des  fonctions  uniformes  des  quantités  e^  et  Cy,/,,  c'est-à-dire  des 
quantités  iii  et  Uj,/^.  Ces  fonctions  uniformes  admettent  q  groupes  de 
périodes  conjuguées. 

i.  On  conclut  facilement  de  ce  qui  précède  le  théorème  11  relatif 
à  une  fraction  rationnelle  quelconque  R|(/). 
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En  effet,  nous  pouvons  toujours  supposer  que,  dans  l'intégrale 

fR,{t)dt, 

R,(^)  soit  infiniment  petit  de  l'ordre  —,  pour  t  infini;  car,  s'il  en  était 

autrement,  en  désignant  par  -un  nombre  quelconque  qui  ne  soit  pas 
lui  pôle  de  R,(/),  il  suffirait  de  faire  le  changement  de  variable 

'  =  '  +  ? 

pour  que,  dans  la  nouvelle  intégrale 


■M-i) 


le  coefficient  de  dt'  soit  de  l'ordre  de  — ^  pour/'  infini.  Su|)posons  donc 

que  cette  condition  soit  réalisée  pour  R,(/);  alors  la  somme  des  résidus 
de  R,(0  est  nulle.  Si  donc  nous  décomposons  R|(/)  en  fractions 
simples,  nous  obtiendrons  une  décomposition  de  la  forme 


R 


I  =  1 

12 


où  les  quantités  a^,  à-,  bj  remplissent  les  conditions  indiquées  à  la 
page  200,  à  propos  des  équations  (9);  certains  des  coefficients  ^by,^  peu- 
vent être  nuls,  mais  les  derniers  de  chaque  groupe  lil,,»,»  ^ÎJ2,a,»  •  •  • .  »'V,a;. 
sont  différents  de  zéro.  Or  il  est  évident  que  l'on  peut,  sans  changer  la 
nature  des  intégrales  de  l'équation  (9),  remplacer  l'une  quelconque 
d'entre  elles  par  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants  de 
cette  équation  avec  les  autres.  Nous  pourrons,  par  exemple,  en  con- 
servant toutes  les  autres  équations  (9),  remplacer  la  première  de  ces 
équations  par  celle-ci 

R^{t,)dt^  +  R,(/o)â?/2 +  •••-+-  R,(/„)^/„=  c?U,, 

Journ.  de  Math.  (  i«  série),  Tome  I.  —  Fasc.  III,   i885.  ^3 
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où  R,(/)  clésigne  la  roiuiion  ratiomu^llc  (12),  v\  où  Ton  pos(> 


'  =  '/ 


On  obtient  ainsi  nn  système  d'équations  do  la  forme  [[\),  dont  les 
intégrales  sont  racines  d'une  équation  algébrique  à  coefticients  uni- 
formes en  M(,  u.,  U3,  ...  ou  en  U,,  a,,  w.,,  ...;  ee  qui  démontre  le 
théorème  II  (page  2/17). 

D'après  cela,  les  fondions  R^IO»  R:i(0'  ••••  ^^/(O  *1"*'  '^*"  assoeie 
à  la  fonction  donnée  R,(/)  pour  pouvoir  appliquer  ce  théorème  11  sont 
les  coefficients  de  el>2,  J^s,  .  . .,  Xg  et  des  quantités  ii!>y,i,  ^iî>/,2.  •••»  ii'.'y,a 
(y  z=  I,  2,  ...,r)  dans  la  formule  de  décomposition  (12);  le  nombre 
[n  —  ï)  de  ces  fonctions  est  donc 

n  —  1  =  ^— i-l-«,H-a2  +  ----+-  «/  • 

Ce  nombre  (n  —  i)  ne  constitue  évidemment  (ju'un  minimum  ;  en  effet 
on  pourra,  une  fois  formé  un  système  d'équations  différentielles,  tel 
que  (3),  possédant  les  propriétés  indiquées,  en  déduire  un  autre  sys- 
tème contenant  une  fonction  inconnue  de  plus  /„^,  et  une  expression 
rationnelle  de  plus  Rrt_^,(/);  il  suKira  j)our  cela  de  pnMulre,  par 
exemple, 

R.m(0 


t  —  c 


où   c  désigne  une  constante  (jui  n'(îst  un   pôle  d'aucune  des  autres 
fractions  rationnelles  R,(/),  R2(0'  •  •   »  l^w(0- 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  verra  immédiatement  quelle  est  la 
valeur  (lu  nombre  q  des  quantités  «,,  a.,,  ...,  «^  qui  figurent  dans  la 
formule  de  décomposition  (12).  Par  exemple,  si 


il  faudra  écrire 
R,f/)  = 


t  +  ?>  \  t-\-2  /  4-  3 
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et  q  sera  égal  à  3  ;  les  fonctions  à  associer  à  R,(i)  seront  au  nombre  de 
deux  : 


Si 


-^    '        /  +  I         /  +  3  ^ ^   ^        /  4-  a         /  4-  3 

R.f  Z)  = ^ , 


^  sera  égal  à  2,  et  il  suffira  d'associer  à  R,(^)  la  seule  fonction 

R,(Z)=  — ^ ^. 

ri.  Consi'lérons  maintenant  l(^  cas  où  le  genre  p  de  la  relation  algé- 
brique (2)  est  égal  à  \ unité.  On  pourra  alors  exprimer  les  coordonnées^ 
et  j  d'un  point  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (2)  en  fonction 
doublement  périodique  d'un  paramètre  /,  de  telle  manière  qu  à  chaque 
point  de  la  courbe  corresponde  une  seule  valeur  de  /  à  des  multiples 
près  des  périodes.  Les  périodes  étant  désignées  par  2R  et  2  y —  1  R', 
les  expressions  Ao,  x  ^X  y  seront  des  fonctions  rationnelles  de  sir/  et 
1),  sii^/,  et  inversement  ces  deux  quantités 

sn-Z,  DfSn-/ 

seront  des  fonctions  rationnelles  de  ac  et  y.  Dans  ce  cas,  le  théorème 
général  I  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

III.  Etant  donnée  une  fonction  elliptique  f[t)  aux  périodes  2R  et 
2v — 1  R',  on  peut  toujours  lui  associer  un  certain  nombre  [n  —  i) 
d'autres  fonctions  de  Tnême  nature  f[t),  f[t),  ...,f„[t),  de  telle  façon 
qu'en  posant  les  équations  différentielles 

(i3)  /;•(/,)  dt,  ^f{t,)  dt,-h...  -\-Ji[t„)  dt„  =  dui     (/  =  [ ,  2, . . .,  «), 

les  valeurs  que  prend  une  fonction  elliptique  quelconque  aux  mêmes 
périodes  pour  t  ^  t,,  /o,  •  • .,  ^«  soient  racines  d'une  équation  algébrique 
à  coefficients  uniformes  en  u^,  u^,  . . .,  u^. 
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G.   Pour  tleiîiontror  co  lliéorcmo,  faisons,  avec  M.  llcriiHlc, 

^(0- yff ' 

et  désignons  p:\r  7/{t),  7J'[t),  .  .  .  les  drrivéos  succ(\ssiv(»s  do  Z(/).  INous 
allons  d'ahortl  cireclucM'  l'intôi^ralion  {\\\  svslônie  suivant  d'équalions 
dont  luî  cas  j^articulicr  a  été  traité  par  (llcbsch  [Journal  de  Crelle, 
t.  64,  p.  233)  : 

r//,  -h  ^/o  -h ...  -h  dt„  —  du, 

(i4)|      Z'{t,-bj)dt,-+-    Z'{t,-hj)dt,-^...^    Z'[t„-bj)dt„  =  duj^,    \ 

7J'{t,  -  bj)  dt,  4-    Z"(/,  -  bj) dt,-i-...+    //'(/„  -  bf)  dt„  =  du,,,    (  (y  =  , ,  5,, 

Z(V(^  -  bj)  dl,  -h ZfV(/,  -  bj) dt,-h...-[- m\t„  -  bj)  dt„  =  duj^,,,  ] 

Ces  équations  sont  analogues  aux  équations  (9);  leur  nombre 

I   -f-  ^  -f-  «  ,  -h  «2  ■+-  •  •  •  4-  «r 

est  supposé  égal  à  n\  les  eonslantes  a,,  a],  bj  sont  assujetties  aux 
mêmes  conditions  que  dans  les  équations  (9).  Effectuant  l'intégration 
et  supposant  les  constantes  d'intégration  ajoutées  à  m,  //,,  Wy,/;,  nous 
obtenons  les  équations 


(i5) 


11(^1—  a/)ll(f,— r7,)...II(/„  —  ai) 


=  e"'  ^  =  1,2, 


H  (f,  —  a',.)  H  ( ^2—  «;)...  Il  (  t„  —  a;  ) 

Z(^  -  bj)  -^Z{t,-bj)^...  +  Z{t„-  bj)  =  Uj,, ,  j 

(  fy  =  i.  2,  ...,  r). 

Z'V"(/,  -  6,)-4-Z(«r'n^2-  ^,/)  +  ..  .-hZ^^'y-'^f/,,-/;,)-///,,,  ) 

Nous  allons  montrer  que  les  valeurs  que  prend  une  fonction  ellip- 
tique quelconque  de  périodes  2K.  et  2  \/ —  i  R'  aux  points  t,,  t2,  . . .,  t„ 
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sont  racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  uniformes  en  u, 
Ui,  Uj/i.  Pour  cela,  nous  formerons  un  polynôme  en  sn-/  et  D,  sn^^  qui 
s'annule  pour  i  =  /,,  t.j,  . . .,  t„,  et  dont  les  coefficients  sont  uniformes 
en  u.  M,,  Uj^fi  Ce  polynôme  pourrait  être  obtenu  par  la  méthode  em- 
ployée par  Clebsch  (/oc.  cit.);  j'emploierai  une  méthode  un  peu  diffé- 
rente qui  s'étendra  plus  facilement  aux  intégrales  abéliennes. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  qu'aucune  des  constantes  a,,  à-,  hj 
ne  soit  de  la  forme 

(iG)  2mK  H- (2m'-f- i)  v^— I K'  (m,  m' entiers), 

car,  s'il  en  était  ainsi,  il  suffirait  de  changer  t^,  t^,  ..   ,  ^„  en  /,  4- >,, 
^2-^  >-,  . .  -,  ',2+  ^  et  ai,  a],  bj  en  cf^-i-  ^>  <^î-t-  ^»  •  •  •»  bj  ■+-  >.,    la  con- 
stante X  étant  choisie  de  telle  manière  qu'aucune  des  quantités  «/-h  a, 
à-'i-'k,  bj  ■+- 1  ne  soit  de  la  forme  (16). 
Cela  posé,  considérons  la  fonction  de  t 

en  vertu  de  la  première  des  équations  (i5), 

tf  -h  t2-{-.  .  .-h  t,i=  U, 

cette  fonction  <î>(z)  admet,  par  rapport  à  t,  les  deux  périodes  i>K  et 
lyj —  iK',  ainsi  qu'il  résulte  immédiatement  des  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  H  et  0.  De  plus,  cette  fonction  (17)  s'annule  anx 
points 

tt,   t.2,    ...,    t„,   (n -+- i)v  —  I  K.'— M 

et  aux  homologues  de  ces  points. 

D'après  un  théorème  de  M.  Hermite  (Note  à  la  troisième  édition  de 
liacroix,  p.  427),  cette  fonction  0(;)  est  de  la  forme 

(.7')  ^t)  =  F{z)  +  z'F,{z), 
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où 

(i8)  :;=sn^/,     5'=  D,  sn"-/ =  a  sn/ cn/dn/, 

F  et  I"',  étant  dos  polvnùmes  de  degrés  respectifs  -  et  ^ i  si  n  est 

pair,  et  si  n  est  impair.  Dans  le  |)reniier  cas  [n  |)air),  on 

aura 

1  --I  2-1 

F(g)  =  Ao3--}- A,?-     -H...-I-A,,,     F,(c)=:A„     s*     +...-f-A„, 
et  dans  la  deuxième  [n  impair), 

n  -+- 1  «4-1  n  —  1 

V\z)  =  k^z~^  ■^k,z~  ■  4-...+  A„^,,      F,(2)=A„^,      3~+...H-A„; 


doue,  dans  les  deu\  cas,  Texpression  (17')  de  la  fonction  <1>(^)  contient 
d\\\\e  façon  linéaire  et  homogène  [n -\-  \)  coefficients 

(19)  A„,   A,,   ...,  A„. 

Ces  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  des  quantités  w, //,,  u ^  j, 
comme  nous  allons  le  montrer.  Ecrivons  d'abord  que  la  fojietion  (17) 
s'annule  poin- 1  =  [n  -\-  \)\j  —  i  R'  — m;  nous  aurons  l'équation 

(20)  F(C)H-*C'F,(i:)  =  o, 

en  désignant  par  Ç  et  Ç'  ce  que  deviennent  z  et  z'  quand  on  y  rem- 
place /  j)ar  (ti  -h  i)s  —  I  K.'  —  //. 

Lorsque  les  coefficients  (iç))  vérifient  cette  étjuation  linéaire  (20),  la 
fonclion  (17')  admet,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  le 
zéro  (/i  H-  i)  y  —  I  K'  —  w  et  n  autres  zéros  t^,  t.^,  . . .,  t„  vérifiant  la  re- 
lation 

d'après  un  théorème  de  Liouville,  qui  est  un  cas  jiarticulier  du  théo- 
rème d'Abel  (').  La  première  des  équations  (if))  étant  vérifiée,  il  reste 

(')   tiHiOT  et  Bouquet,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  p.  a^-î,  ihéorème  \'. 
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à  exprimer  que  les  zéros  ^, ,  ^2>  •  •  •  >  ^«  vérifient  les  autres  équations  f  1 5  ). 
D'après  l'expression  (17)  de  4>(z),  celles  des  équations  (i5)  qui  con- 
tiennent les  quantités  a^,  a'-  peuvent  s'écrire 

^       K'-'i)  W  [r/,  -\-  /f  —  (//  +  i)  K  \ —  I  I 

où 

1:=  i,  2,   ...,  q-, 

ces  relations  fournissent  q  nouvelles  équations  linéaires  entre  les  coef- 
ficients (19)  de  la  fonction  <I>.  Enfin,  celles  des  équations  (i5)  qui  con- 
tiennent les  cjuantités  bj  fournissent 

«,  H-  î^o  -H.  .  .-}-  a„ 

équations  linéaires  entre  ces  mêmes  coefficients. 

En  effet,  l'équation  (17)  donne  par  la  differentiation  les  identités 
suivantes  dans  lescjuelles  on  a  fait,  pour  abréger, 

et  dans  lesquelles  le  signe  1  indique  une  sommation  étendue  aux 
n  zéros  Z,,  to,  .  .  .,  ^«, 

^V{l)  =  ^{t)[lZ{t-t,)  +  ^t)l 

<P"{t)  =  ^'{t)[iz{t -t,)-h 'KO]  +  ^{t)[iz'{t  -  t,)  4- y{t)i 

d'où  l'on  conclut,  d'après  le  dernier  groupe  des  équations  (i5),  les 
relations  suivantes  : 


'2  2 


avec  /=  1,2,..,/-. 
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Los  équations  (20),  (21)  et  (22)  forniont  un  système  do 

I  -h  <7  -h  a,  -h  «0  +  . .  .4-  a,, 

c'est-à-dire  de  n  équations  linéaires  et  liomogènes  eiilro  les  («4-1) 
eoefticients  (i()),  équations  qui  permettent  de  déterminer  les  rapports 
de  ces  coefficients  à  l'un  d'entre  eux  on  fonctions  unifoimos  dos  u,  u,, 
Uj^/,.  La  fonction  ^1>(0'  ('7')»  <^I^"  s'annule  j^our 

/  =  /,,     t.,...t„,     {n  -h  i)\  —  \K.'  —  u, 

est  ainsi  complètement  déterminée;  on  pourrait  l'écrire  sous  forme  de 
déterminant  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  de 

■Ao»    A 1  »   Ao»    ...»    A„ 
dans  l'équation 

(23)  F{z)-^z'l\{z)  =  o 

et  dans  les  équations  (20),  (21)  et  (22).  Soit  (2"3)  l'équation  obtenue 
de  cette  manière,  équation  dont  les  coeflicients  sont  uniformes  en  a, 
M,,  Myji-.  Si  nous  rendons  cette  équation  rationnelle  en  z  en  l'écrivant 

F^z)-z-^¥-{z)  =  o, 

nous  aurons  une  équation  en  :;  de  degré  [n  -{-  i)  qui  admettra  pour 
racines 

5,  =  sn-/|,   Zo^^sw^t,,    ...,   z,t  =  sn-t,t,  z,i^,  =  sn'- \{  n -\- i)\J—  \  K' —  u\. 

Par  une  simple  division,  on  pourra  débarrasser  l'équation  do  cette 
dernière  racine  5„+,,  et  il  restera  une  équation  en  :;  de  degré  n  ayant 
pour  racines  G,,  Za,  . . .,  z^.  L'équation  (23)  donnera  ensuite  les  valeurs 
de  z'  correspondant  aux  valeurs  z^,  z^,  . . .,  z^. 

Soit  alors  R(z,  z')  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  z  et  z'  ; 
les  valeurs 

(24)  ^(^M<),  R(2.,  <),  ...,  R(^«,<)   . 
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que  prend  cette  fonction  rationnelle  aux  points  t^,  t.,,  ...,t„  sont 
racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  uniformes  en  u,  m,,  Uj j^. 
En  effet,  d'après  (•ai),  on  a  pour  chaque  valeur  de  /  =  i ,  2,  ...,/?, 

et  les  valeurs  (24)  sont  rationnelles  en  z^,  z^,  . .  .,  z„  ;  elles  sont  donc 
racines  d'une  équation  de  degré  n  à  coefficients  uniformes  en  u,  u^, 
Uj^,,,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  z^,  z.,,  .  . .,  z,^.  Mais  R{z,  z')  est  l'expres- 
sion générale  d'une  fonction  elliptique  anx  périodes  2R  et  2v —  i  K' : 
donc  enfin  les  valeurs  que  prend  une  fonction  elliptique  de  périodes 
2K  et  2  V —  iK'  ^^ix  points  t^,  12,  .  .  .,  t^  sont  racines  d'une  équation 
algébrique  à  coefficients  uniformes  en  u,  11,,  Uj^i^.  Ce  qui  démontre  la 
proposition  générale  que  nous  avions  en  vue  au  sujet  des  équations  (  i4) 
et  (i5). 

7.  U  sera  maintenant  facile  de  déduire  de  là  la  démonstiation  du 
théorème  III,  §  5. 

En  effet,  soit  donnée  une  fonction  elliptique  quelconquey*,(/);  la 
décomposition  de  cette  fonction  en  éléments  simples  nous  donnera 

i  =  q 

f^[t)  =  const.-H  S  Ai[Z{t  —  Qi)  —  Z{t—  a])] 

i—l 

+  ^  [^1,,-  ,  Z'{t  -bj)^  0)^.,,,  Z"(  t-bj)-^...-^  ^P.,-,,^,  Z'V  [t  -  bj)\ . 
/=1 

Or  nous  pouvons,  sans  changer  la  nature  des  intégrales  des  équa- 
tions (i4)>  remplacer  l'une  d'entre  elles  par  une  combinaison  linéaire 
et  homogène  de  cette  équation  avec  les  autres.  Nous  pouvons,  en  par- 
ticulier, remplacer  la  seconde  des  équations  (i4)  par 

fM,)clt,-{-f,{t.,)dt,~^...^f,[t,)dt,  =  d\J,, 

où  U,  a  la  valeur 

i—q  j  =  r 

U,   =   W  COnst.  +  \    A.iUi  +  \    [l)l,y^,  i/y^i  H-  .   .  .  +   ^î>y,a,";,aj- 

(=1  ;=1 

Jour//,  de  Macli    (4"  série),  Tome  I.  —  Fasc.  III,   i885.  -J^ 
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Donc  le  ihéorème  lll  osl  ilomoiitiv  de  la  iDènie  façon  (juc  \o  ihéo- 
ivino  II  relatit  aux  ronchons  rationnelles  l'a  été  à  la  page  253. 

Des  remarques  analogues  à  celles  qui  ont  été  faites  au  sujet  du  lliéo- 
lénie  H  (p.  2)4)  trouveraient  encore  leur  place  ici;  j»' ne  m'y  arrê- 
terai |)as. 

S.  Pour  faire  tout  d'abord  l'application  de  la  méthode  piéeédente  à 
un  exemple  simple,  prenons  l(>s  deux  C(juations  différentielles 

[   dt,  -T-  fit.,  -—  du , 

V2.5) 

I  /•-  su-  /,  dl,  ~h  /r  su-  f,  dt.  —  d(t, . 

L'application  immédiate  de  la  méthode  montn»  que  nous  nous  trou- 
vons dans  un  cas  où  l'une  des  quantités  apj)elées  bj  dans  les  équa- 
tions (i4)  est  égale  à  i>K'y—  i.  Nous  verrons  comment  le  calcul  se 
jîrésente  dans  ce  cas,  sans  c[u'il  soit  nécessaire  ch;  faire  le  changement 
(pie  nous  avons  indique  à  la  J)age  :>.5'j,  pour  éviter  toute  forme  d'indé- 
termination dans  les  équations  générales.  1mi  effectuant  l'intégration  et 

posant 

0"(o^ 


*^=ë(^"-^^" 


les  équations  deviennent 


=  e. 


'  «(^)       0(^2) 
La  fonction 

n{t-t,)n{i--t,)e{t-}-u) 

*(0= ^7(7^ ' 

qui  admet  les  périodes  2K  et  2K'y/—  1 ,  peut  s'écrire 

(^{t)  =  A-+-  R?  4-G2', 

z  =  sn^i,      z'  = 


ou 

d  sn-  /, 
dt 


Égalant  les  deux  valeurs  de  la  dérivée  logarithmique  — — >  il  vient, 
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en  faisant 

A  +  B.  +  c'  +  ■^^(^)  =  e-(i^  +  èfr^  +  ^(^  +  ")• 

Lorsque  s  tend  vers  zéro,  le  second  membre  tend  vers  la  limite 

Z{u)  —ç; 

quant  au  premier,  il  se  présente  sous  la  forme  indéterminée  —  ce  -h  ce  ; 
mais,,  dans  le  voisinage  de  s  =  o,  on  a 

on  conclut  que,   lorsque  e  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  tend 
vers -T-  On  a  donc 

B  =  2C[Z(w)  -i^]. 

Enfin  la  fonction  $(<)  s'annule  pour  t  —  y/ —  i  K'  —  u,  ce  qui  donne 

A  -f-BÇ+CÇ'--o, 

où  'C  et  ^'  sont  ce  que  deviennent  z  et  s'  pour  t  =  y/—  i  K'—  u.  L'équa- 
tion  $(^)  =  o,  qui  a  pour  racines  t^,   t.,  et  (y  —  iK.'— //),est  donc 

(26)  2[Z{u)-ç]{z-^)-r-z'-^'=0, 

et  la  question  se  trouve  ainsi  résolue.  Si  l'on  veut  former  l'équation  du 
second  degré,  qui  admet  pour  racines 

z,  =  sn-/,,     5o=sn-/2> 

il  suffit  de  rendre  l'équation  (26)  rationnelle  en  z,  en  isolant  z'  et 
élevant  au  carré. 

Cette  équation,  après  suppression  du  facteur  2  —  Ç,  sera  l'équation 
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(lu  .second  clcjire  clioirliéi-.  On  Irouvo  ainsi,  lont  calcul  lail, 


WW 

ii(") 


T- 


les  seconds  niendjres  sont  des  ronclions  uniloiines  de  //  vl  u,  (jui  ad- 
mettent deux  groupes  de  périodes  conjuguées,  a  savoir  |)()nr  //  les  pé- 
riodes -iK  et  2R' V  —  I ,  et  pour  m,  les  périod(>s  de  l'inlégrale  dcî  seconde 
espèce  2J  et  2.1'\'—  1  mullipliées  j)ar  /-. 

En  appliquant  à  l'intégration  des  équations  (^25)  la  méthode  tle 
C^lebscli,  on  trouve  les  résultats  sous  une  forme  un  peu  différente. 
Ainsi  l'on  obtient,  par  exemple, 


A    ^  I  Z.j  — 


[■ 


0'       - 


0    - 


\2 


-+-  k^  sn   - 
2 


Les  deux  expressions  ainsi  trouvées  sont  identiques,  en  vertu  de  la 
relation 


0'    - 


/•-snMsn^ 


0(  - 


0V) 

0(«) 


que  l'on  déduit  fticilement  de  la  f'ormidede  décomposition  en  éléments 

simples  de  la  fonction 

2  A"^  su  ^  a"  sua  cil  a  (In  a 
I  —  k}  sn^o:  sn^a 

Pour  traiter  un  deuxième  exemple,  dans  lequel  les  éléments  diffé- 
rentiels admettent  des  pôles  d'un  ordre  supérieur  au  second,  prenons 
les  équations 

1   <-//,-+-  dl.,  -h  dt^  =  du, 

(27)  <    pt^dt^^  pt.,dt.,+  pt^dti=- dUy, 

p'tt  dl^  4-  p'/.,  dt.,-hp't3  dis  —  du2, 
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où  la  fonclion  pt  est  la  fonction  introduite  par  M.  Weierstrass  ('). 
L'intégration  de  ces  équations  donne  immédiatement 

t^-^  t.,-^  t^^  U, 

ptf  -+-  pt.,     ■+-   pt^    =  «2- 

Pour  suivre  la  méthode  générale,  considérons  la  fonction  elliptique 
de  t 


nn 


<s*t 


qui  s'annule  aux  points  t^,  t^,  t^,  —  u  et  cjui  admet  le  pôle  d'ordre  4» 
^  =  o,  La  méthode  de  M.  H  ermite  pour  la  décomposition  en  éléments 
simples  donne  ici,  avec  les  nouvelles  notations, 

$(/)  =  A  +  V>pt  +  Cp't  +  Tip"t, 

et  la  question  est  de  déterminer  les  coefficienls  A,  B,  C,  D  en  fonc- 
tion de  u^  «/,,  u.y,  de  telle  façon  que  la  fonction  <Ê>(^)  s'annule  pour 
1^=1 1^,  t.^,  t^,  —  u.  Soit,  pour  cela, 

Y[l)  =  >jU^[t)  =  n{t  —  t^)(j{t  —  t.^)(3{t  —  t^)r:[t-\-iL]\ 

les  équations  {i"/)  donneront 

/  F'(o)  _  ^'m 

(28)  \ 

(   F(o)         Lf(o)J    -       "^      ^"' 

comme  on  le  voit,  en  faisant  ;  =  o  dans  les  expressions 

rflogF(0     <iMogF(0 
'dt        *  dC- 


(')  Die  elliplische  Functionen,  nach  Vorlesungen  und  Aufzeichiuingen  des 
Herrn  Professer  Weierstrass,  bearbeitet  iind  herausgegeben  \on  H. -A.  Scliwarz. 
(Goitiiigen,  i88i). 


7.66 


F,     APl'KLr,. 


Or  il  est  facile  (.roxprinicr  les  premiers  niemhres  des  é(iiialions  (28)  en 
fonetion  des  coefficienis  A,  lî,  C,  D.  En  effet,  on  a,  dans  un  certain  do- 
maine de  /  :=  o, 


Pt^  -z  -h —t- -h.  ..,     pt=^  —  -, 

'  i^        20  '  t 

et,  pour  toutes  les  valeurs  de  /, 


-  4-  — W  +  . 
10 


/'"'  =  ? 


10 


2». 3. 5       '   • 
donc  on  a,  dans  ini  certain  domaine  de  t  —  o, 

F(/)  =  (7'/0(/)  =  6D-  2Ci+  B^-  +  E^'' 


par  suite, 


l''(o) 


C         F"(o) 


B 


3D        F(o)  3D 

Les  équations  (28)  donnent  alors 

enfin,  en  écrivant  que  0(z)  s'annule  pour  /  :=  —  u,  on  a 

A  H-  V>pii  —  Cp'  u  H-  V)p"  u  =  o  ; 

on  obtient  ainsi  trois  équations  pour  déterminer  les  rapports  des  coef- 
ficients A,  B,  C  au  coefficient  D.  Remplaçant  A,  B,  C  par  les  valem^s 
tirées  de  ces  relations,  on  a,  pour  l'équation  cherchée  <!)(/]  =  o, 


(^9) 


I        —  3(m,  H-  —  j(/?'^ -+-/?'w)  H-/?"/ — /?"a  =  o. 


Cette  équation  admet  pour  racines  1^=1^,  t.>,  ^,,  —  u.  On  voit  que  ses 


INVERSION     DIS     INTÉGRALES    ARHLI F  NNES.  2(>'- 

coefficients  sont  uniformes  en  u,  m,,  u.,  et  possèdent,  par  rapport  à  // 
et  u^,  deux  groupes  de  périodes,  à  savoir  :  pour  m,  les  périodes  2(o  et 
2co',  et  pour  M,,  les  périodes  correspondantes  —  2/3  et  —  2/3'. 

Si,  dans  l'équation  (29),  on  isole  le  terme  en  p't,  puis  qu'on  élevé 
les  deux  membres  au  carré,  de  façon  à  avoir  une  équation  rationnelle 
en  pt^  cette  équation  rationnelle  sera  du  quatrième  degré,  et,  ajires 
suppression  du  facteur  pi  —  pu,  on  aura  une  équation  du  troisième 
degré  ayant  pour  racines  pt^,  pt.,  et  pt^.  L'un  des  coefficients  de  cette 
équation  nous  est  connu  a  priori,  car,  d'après  la  troisième  des  équa- 
tions (27'),  la  somme  des  racines  est  égale  à  u^. 

9,  Après  avoir  ainsi  examiné  les  cas  où  le  genre  p  de  la  relation  al- 
gébrique (2)  est  égal  à  o  ou  r,  nous  allons  nous  occuper  du  cas  géné- 
ral où  le  genre/?  est  quelconque;  la  méthode  que  nous  suivrons  sera 
la  même  que  pour  ces  deux  cas  particuliers.  Nous  emploierons  les 
notations  suivantes  pour  désigner  les  intégrales  abéliennes  relatives  a 
la  courbe  de  degré  m  et  de  genre/?  représentée  par  l'équation  (2). 

Les  p  intégrales  normales  de  première  espèce  seront  désignées  par 

w'''(x,y),   M'-'(.r,j),    ...,   u^i''> yX,y); 

l'intégrale  normale  de  troisième  espèce  qui  admet  les  deux  points  cri- 
tiques logarithmiques  (E,  vj)  et  (^',  vj')  sera  désignée  par 

11(^.7): 

enfin  l'intégrale  normale  de  seconde  espèce  qui  admet  le  pôle  simpl^^ 
r  =  i,  y  :=  V]  avec  le  résidu  -h  1 ,  par 

les  dérivées  de  cette  intégrale  par  rapj:)ort  au  paramètre  l  seront  ap- 
pelées 

Ces  intégrales  s'expriment,  comme  il  est  connu,   à  l'aide  des  l'onc- 
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lions  e  à  p  nrj;iimonls.  Soit,  en  acloplant  les  notations  de  Î\I.  Hriot 
(  Théorie  des  fonctions  abéliennes,  p.  i  i  /j  ),  (->(«,,  «.,  . . . ,  m,,)  ou  plus  sim- 
plement 0(M|)  la  fonetion  B  principale  formée  avec  les  périodes  nor- 
males des  intégrales  de  premièi-e  cspèee;  on  auia 

|-|  ,        ^  _  ,      e[//")(^-,.))-«(')(S,r,)H-A,]e[-»(')(^Sr/)-f-A,1 


ou 


A=,,-l 


A/=C,-     ^    //='H«A,i3A)  (/ 


I.-i,  ...,/^, 


les  (/;  — i)  points  (a,,|3,),  (a^,  Pa).  •••»(«/;  ,, /3^,_,  )  étant  arbitraires  ; 
la  fonction  IT  ne  dépend  pas  de  ces  [p  ~  ^)  points.  L'intégrale  de  se- 
conde espèce  sera  alors 

Z(^,7;  ç,  •^)  =  -  ^  =  -  -.  log e[-«(')(g,,)  +  A,] 

10.   Cela  posé,  considérons  le  système  d'équations  suivantes  analo- 
gues aux  é(piations  (i5) 


w<''(-3^,.r,)  -^  «■'■  (-^..rJ  -!-••■+  "''■'(^„. .>',.)  =  ". 
j"]  (^.,r.)+Il(^.'.n)^----+fJ(-r,„rJ-",M-; 

Z'(-2^,.r.;«)i'^)         -^-^-'{x^,y,\ay^,by_)         +...^-Z'(a7„,.r„;  a^.ôj         =  «^^^ 
Z!-'*-')  (x„>',;  aj,  6j)  +  Z(''*-''(a;,,>',;  «j,  ftj  -h. . .+  Z  ■'*-•(  jr„,jK„;  «u  6J  =  «t,. 


(î  =  I,  2,  ...,/»), 
(y  =  ',  a,  ••.,<7), 


OU 


p  H-  f/  -f-  V,  -f- v^ 


/z. 


Tous  les  points  (çy,  vjy)  sont  différents  les  uns  des  autres,  mais  un  cer- 
tain nombre  des  points  (Ey,y3y)  peuvent  coïncider.  Les  points  (a/^,  ^y^) 
sont  différents  les  uns  des  autres,  mais  peuvent  coïncider  avec  les  points 
(Ey,v7y),  (^' ,  >9' ).  On  a  ainsi  n  équations  définissant  les  n  points  analy- 
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tiques 

en  fonction  des  quantités 

(3l)  Ui,    Up^j,    U/ff,     11^-^,     ...,    M^^vj» 

de  telle  façon  que  les  valeurs  acquises  par  une  fonction  rationnelle  de 
.r  et  j'  en  ces  n  points  sont  racines  d'une  équation  à  coefficients  uni- 
formes par  rapport  aux  quantités  (3i). 

Pour  le  démontrer,  nous  formerons  l'équation  d'une  courbe 

$(^,j)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  uniformes  par  rapport  aux  quantités  (3 1),  et 
qui  coupe  la  courbe 

(2)  ¥{x,y)=o 

aux  n  points 

et  en  des  points  connus. 

Nous  pouvons,  pour  simplifier  les  raisonnements,  imaginer  qu'on  a 
fait  sur  la  courbe  donnée  (2)  une  transformation  unidéterminative  qui 
transforme  les  points  singuliers  en  points  doubles  ou  de  rebroiisse- 
menls;  nous  pouvons  aussi  supposer  que,  en  vertu  de  cette  transforma- 
lion,  aucun  des  points  [çj,  -/ly),  [i'j,  r/j),  [a/,,  bi,)  ne  coïncide  avec  un  point 
critique.  Soit  alors  d  le  nombre  total  de  points  doubles  et  de  rebrous- 
sements  de  la  courbe  donnée  F  =  o  de  degré  m;  coupons  celte  courbe 
par  une  courbe  adjointe  T  :=  o  de  degré  li.'^m  —  3. 

On  sait  (')  qu'on  peut,  sans  changer  le  système  des  points  d'inter- 
section de  la  courbe  ^[  avec  F,  remplacer  la  courbe  T  par  une  autre 

(32)  ^[x,y)  =  o 

(*)  Leçons  de  Géométrie  de  Clebscli,  U-aduction  française,  t.  II,  p.  i3o  et  suiv. 
Journ.  de  Math.  (.'=  série),  Tome  I.  —  Tasc.  III,  i885.  ^^ 
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(le  même  doi^ré,  mais  ne  reiifermanl  plus  (runefaeon  lim  aire  et  homo- 
gène que 

(xm  —  2(1  —  p  -h  i 

coefficients.  lorsque  ces  coefficients  varient,  la  courbe  <1>       o  coupe  la 

courbe  F  =  o  en 

a  m  —2(1 

points  variables,  parmi  lesf[uels/>  sont  délerminés  quand  on  connaît  les 

<J.//l  —  2(1  —  /) 

autres.  Prenons  pour  p.  le  plus  p(>tit  entier  satisfaisant  aux  deu.x  condi- 
tions 

|JL  >>  m  —  3 ,     p.m  —  2(l^_  n  -h  p; 

Il  étant  ainsi  déterminé,  nous  assujettirons  la  courbe  <!>  —  o  à  passer 

par 

p.m  —  2(1  —  [n  ~\- p) 

points  fixes  [a' ,  b'),  (a",  6"),  ...  de  la  courbe  F;  ce  qui  détermine 

lj.m  —  2d  —  [n  ^ p) 

des  coefficients  qui  figurent  dans  4>  en  fonction  linéaire  et  homogène 
des  autres.  Après  cette  détermination,  l'équation  de  la  courbe  (32) 
contiendra,  d'une  façon  linéaire  et  homogène,  [n  -h  i)  coefficients  Ao, 
A,,  Ao,  .  .,  A„;  cette  courbe  coupera  la  courbe  donnée  F  en  {ri -^ p) 
points  variables,  parmi  lesquels  p  sont  déterminés  quand  on  connaît 
les  n  autres.  Soient 

{x,,y,),  (x^jj),   ....    [x„,y„)\  [x\,y\),   {x.^,y.^),    ...,   [x^^y'^) 

les  [n-\- p)  points  d  intersection  variables  de  la  courbe  0  =  o  avec  la 
courbe  F  =  o.  D'après  le  théorème  d'Abel,  les  relations  qui  détermi- 
nent/? de  ces  points  en  fonction  des  n  autres  sont 


(33) 


on 


+  u^'\x\,y\  )-^ . . .  ^  "''n^;..v;  )  =^  K,, 


I,   2, 
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les  R/  étant  des  constantes  indépendantes  des  coefficients  A^,  A,,  .  . ., 
k„  qui  figurent  dans  4).  Assujettissons  les  points 

à  vérifier  les  p  équations 


Ces  équations  déterminent  les  points  (34)  en  fond  ion  de  «,,  u^,  . .  ., 
Up\  l'expression  des  coordonnées  de  ces  points  en  fonction  de  u^, 
«2,  ...,  Up  constitue  le  problème  d'inversion  de  Jacobi,  et  l'on  sait, 
d'après  Riemann,  exprimer  toute  fonction  rationnelle  syméttique  des 
p  points  (34)  en  fonction  uniforme  de  ^^,,  u^,  . .  .,  iip  par  des  quotients 
de  fonctions  Q  k  p  arguments. 

Les  points  (34)  étant  ainsi  déterminés,  les  équalions  (33)  se  rédui- 
sent à 

(33')  i«"V„7,)  +  «"'(w.)+   ,.  j     (,^,,, ), 

(  ^  "•     (^/nj«)  =  u^    )        ' 

c'est-à-dire  aux  p  premières  des  équalions  (3o).  En  écrivant  que  la 
conrbe  ^[oo,y)  =  o  passe  par  les  points  (34),  on  aura  p  relations 

^(^/♦ji-)==0  (/=I,  2,  ...,/;), 

que  nous  remplacerons  par  les  relations  équivalentes 

(36)     ^';-'  $(^',,y,)  -+-  <"' a)(^v7'J  +. . .  +  ^'/r' '^{^'p^y'r)  =  ^^' 

où 

i  =  },  '2,  ..,,p. 

Ces  équations  (36)  fournissent  p  relations  entre  les  constantes  Ao, 
A,,  .  .  .,  A„  qui  figurent  linéairement  dans  l'équation  $(a7,j^)  ^  o;  et, 
dans  ces  équations,  les  coefficients  de  Ap,  A,,  ...,  A„  sont  des  fonc- 
tions symétriques  des  p  points  (34),  c'est-à-dire  des  fonctions  abé- 
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liciinos  de  //,,  u.^,  ...,  ?//,  oxpriniablos  à  l'aicU'  dos  ronclioiis  H.  Nous 
pouvons  donc  diiv  que  les  éciuations  (3())  sont />  relations  linéaires  cl 
homogènes   enire    A,,.   A,,    ....    A„  à   eoerfuieuls    uniformes   eu   //,, 

//_, Uf,. 

Kn  vertu  de  ees  relations  ('U)),  les /;  premières  des  c(|ualions (3o) 
sont  vérifiées  par  les  n  points  variables 

(37)  (-i'MV,),  (a',,v,) (.r,,,v„), 

où  la  eourhe  «l\a',  v)  -  o  eoupe  la  eourbe  donnée.  En  écrivant  c(ue 
ees  n  points  {')'])  vérifient  aussi  les  autres  équations  (3o),  nous  aiu'ons, 
(Mitre  ees  mêmes  eoeffieienls  A„,  A,,  . . .,  A„,  n  —  /)  autres  relations  li- 
néain^s  qui,  avec  les  relations  (3(')),  détcMMiiineront  complètement  les 
rapports  de  ces  coelfieients  à  l'un  d'iMitre  eux  et  qui  permettront,  par 
suite,  d'écrire  l'é(]ualioii  de  la  courbe  cherchée  <\'>{x,y)  =  o.  Voici 
eonuuenl  nojis  obtiendrons  ees  [n  — p)  relations  linéaires. 

Dans  l'expression  <l>(,r,j'),  attribuons  aux  coefficients  A,,,  A,,  A^,, . .., 
A„  des  valeurs  déterminées  (pielconcpies  indéjiendantes  de  «,,  //^,  ..., 
Up  et,  par  suite,  ne  vérifiant  pas  les  équations  (3G),  et  désignons  par 
<^,  {x,y)  l'expression  déterminée  ainsi  obtenue.  Sur  les  p.m  j)oinls  d'in- 
tersection des  courbes  *1>  =  o,  (1>,  =  o  avec  la  courbe  donnée,  il  y  en  a 
[\i.m  —  Il  —  p)  (jui  sont  les  mêmes  pour  les  deux  courbes;  par  consé- 
quent, la  fraction  rationnelle 

(■^^^)  iM7;7) 

a  {n -^ p)  zéros  et  [n  +  p)  infinis;  les  [n  -h p)  zéros  sont  les  points  ( 37) 
qui  varient  avec  les  coefficients  Aq,  A,,  . . .,  A;,  de  <I>  et  les  points  (35) 
qui  dépendent  de  «,,  u.,,  .  ..,  //^,;  les  {n -h  p)  infinis  sont  des  points 
fixes  indépendants  de  w,,  u.^,  .  .  .,  Up,  à  savoir  les  [n  -i- p)  points  d'in- 
tersection de  la  courbe  fixe  <1>,  {x,y)  =  o  qui  sont  distincts  des  points 
d'intersection  de  <I»  =  o  avec  la  courbe  donnée  F  =  o;  désignons  ces 
{n  -\- p)  infinis  fixes  par 

(39)  (^m',),  {s->,t,),   ...,  {s„,t„),  {s\,t\),    ...,   {s'^,t'^). 
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La  fraction  rationnelle  (38)  pourra  s'écrire  ainsi 
I  r  * = /» 
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(4o) 


ff  ') 


] 


où  les  Q  ont  la  signification  que  leur  donne  Briot  Théorie  des  fonc- 
tions abéliennes,  Chap.  XII  et  où  les  ^,  ont  la  même  valeur  que  précé- 
tlemment  (p.  268).  Cette  forme  de  la  fraction  {4o)  résulte  des  pro- 
priétés connues  de  la  fonction  ©  m"'  a:,  v)  —  G,],  telles  qu'elles  ont  été 
indiquées  par  Riemann.  En  effet,  le  premier  facteur 


41; 


)     u'-'>{jr,y)  -^  H'^{s'„  4)  +  C, 


s'annule  lorsque  le  point  {x,y]  coïncide  avec  l'un  des  p  points 
(^a'J'a)  ^t  devient  infini  lorsque  x  =  5^,  r  =  l\.  k  =1,2,.. .,/?;.  Cha- 
cun des  n  autres  facteurs,  tels  que 

e [ «"■' (^--c,  t.^)  —  «''■'  {-r,  y)  ^  /î:  J  ' 

admet  un  seul  zéro  x  =  x.^,  y  =  Jx  et  un  seul  infini  x  ^  jr^,  v  ^  t^; 
ce  qui  démontre  l'équation  [\o"\.  Mais,  en  vertu  des  relations  (35),  le 
facteur  '^41]  s'écrit 

e[«''(.r.  y)^^/,— K,  — C] 


«':'■  (ur,y)-^«''')(5,,4)^C, 
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donc,  on  posant,  pour  simplifier  l'éc  lilnro. 


M) 


on  a 


A(.r,r)  =  c^,(^,v)        e[.u)(..,,^)-,„._K,.  +  C,.] 

ne[-»(')(.r,.>)4-/</] 
«[""'(.Vx</y.)-""'(.r,.v)  +  A,l' 


A(.r,j)  étant    une    fonction   cnticrcnicnt   connue,   uniforme   en    //,, 

ti., Uj,. 

D'après  cette  forme  de  (^(.r,y),  celles  des  équations  ('^o)  qui  contien- 
nent l(\s  intégrales  de  troisième  espèce  j)euvent  s'écrire 

(44)  «l>(?,.v:,)  =  cl>(2;,^;)M|^eV,       f./-.,2 q), 

et  l'on  a  ainsi  q  équations  linéaires  homogènes  nouvelles  entre  les 
coefficients  A,,,  A,,  . . .,  A„  de  <I>,  les  coefficients  de  ces  équations  (tant 
uniformes  en  ;/,,  u.,,  ...,  m^,;  iip^^,  Hp^^-,  •■■■>  fip^>r 

Enfin,  pour  exj)rimer  que  les  points  (a;,, y,),  ...,  (.^„,y„)  vérifient 
celles  des  équations  (3o)  qui  contiennent  les  intégrales  de  seconde 
espèce,  nous  remarquerons  que  l'équation  (43)  donne  par  la  diffé- 
rentiation  par  rapport  à  x  les  identités  suivantes,  où  l'on  désigne  par 
IM(^,  y)  la  fonction  rationnelle 

^iogA(^,  >') 

et  où  le  signe  2  indique  une  sommation  étendue  aux  n  points  [x, ,  j,  ), 
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^'{x,y)  =  ^x,y)  [M(^,7)   -  lZ{x„y,  ;  x;y)] 
<iy'{or,y)  =  (I>'(^,y)  [M(^,  y)  -  lZ{x,,y,  ;  a?,  x)J 
•A5\  ;  +  ^(^»r)  [M'(a7,j)  — 2Z'(a7,,y,  ;.r,j)J, 

(p'^/.^^.j)  =  a)f''^-')  [M  -  2Z]  +  (va-  -  i)  (î)(^A-2)  [M'—  2Z'  I  H-. . . 

Dans  ces  équations,  suivant  la  notation  indiquée  (p.  267  et  268), 

Z^^'^{x,,yr,Jo,y) 
<:/'^Z(x,,  y,;  jr,  y) 


désigne  la  dérivée 


En  remplaçant,  dans  les  identités  (45),  oc  el y  par  «a»  ^a»  ces  identités 
deviennent,  en  vertu  du  dernier  groupe  des  équations  (3o), 

^>'{a,,  b/,)  =  ^{^{ûk,  bf,)  [M («A,  ^0  —  ih,t], 
^V{af,,b„)  =  (^'(«A,  b,)  [M(â!A,  b,)  -  w^,,] 

(46)  {     ^ 

■4-  (Va-  i)  r^--^)(aA,  ^)  [M'(aA,  ^a)  -  "A-,.J  +. . . 

+  (ï>(aA,6A)[M^^^-^'«A,^A■)-'^A,v,], 

où 

X;  =  1 ,   2 ,    . . . ,  r. 

On  a  ainsi  (v,  -+-  v^  4- . . .  -+-  v^)  équations  linéaires  homogènes  entre  Ay, 
A,,  .  . .,  A,^,  et  les  coefficients  de  ces  équations  sont  uniformes  en  u^. 

En  résumé,  les  équations  (36),  (44)  et  (4^),  au  nombre  de 

yO  4-  7  -h  V,  -h  Vo  +  .  .  . -h  'V  =  /?, 
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fournissont  n  relations  linéaires  ot  homogènes  pour  déterminer  les  rap- 
ports (les  quantités  A,,,  A,,  ..  .,  A„  à  l'une  d'entre  elles.  En  égalanl  à 
zéro  le  déterminant  des  eoeHieients  de  A„,  A,,  .  .  .,  A„  dans  ees  équa- 
tions et  dans  l'équation  (Y{x,y ,  =  o,  on  aura,  sous  forme  de  détermi- 
nant, l'équation  eliereliéc 

d'une  courbe  de  degié  p.  coupant  la  cour])e  donnée  F  =  o  en  d<  s 
points  connus  et  aux  71  points  (37) 

On  en  conclut  innnédiatenuMit  cpie  les  abscisses  de  C(\s  //  points  sont 
racines  d'inie  écjuation  de  degré  n  à  coefficients  uniformes  en  m,, 
u.^,  ...,  Up^^'y  u^^fy  ...,  «A.vj-  En  effet,  par  l'élimination  de  j  entre 
l'équation  (/17)  et  l'équation  de  la  courbe  donnée  Y[ûr,y)=^o,  on 
obtiendra  une  équation  de  degré  mix  en  o;  qui  admettra  pour  racines 
les  abscisses  des  points  (37),  des  points  (34),  des  points  singuliers  et 
enfin  des  points  fixes  [a',  h'),  («",  b"),  ...  (p.  270).  En  divisant  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  par  les  polynômes  en  a:- qui  admettent 
pour  racines  les  abscisses  des  points  (34),  des  points  singuliers  et  des 
points  fixes  (n',  b'),  (a",  b"),  . .  .,  on  obtiendra  l'équation  annoncée  de 
degré  n  avant  pour  racines  les  abscisses  des  jioints  (37). 

D'une  façon  générale,  soit 

z  =  l\{x,y), 

R[x,y)  étant  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  oc  et  y.  Les  va- 
leurs que  prend  cette  fonction  z  aux  points  d'intersection  des  deux 
courbes 

$  =  o,     F  =  o 

sont  racines  d'une  équation  de  degré  my.  qui,  après  suppression  des 
facteurs  étrangers,  fournira  une  équation  de  degré  7i  en  :;  avant  pour 
racines 

R(a?,,j,),  'R[x.„Y.,),   ...,  R{x„,y„); 

les  coefficients  de  cette  équation  seront  uniformes  en  w,,  u._,,  . . .,  w^^^, 
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"a.i»  "a,2.  •  •  •>  ^^A.v^;  ils  contiendront  rationnellement  les  variables  Ui,  ^, 
Uk,2^  ■  '  •■>  Wyf,vi  (^  =  I,  2,  . . .,  r),  comme  arguments  de  fonctions  expo- 
nentielles les  variables  m^+,,  Up^2t  •••»  Up_^^,  et  comme  arguments  de 
fonctions  0  les  variables  /<,,  Mj'  •  •  •»  "/>•  T--'^  nature  des  groupes  de  pé- 
riodes simultanées  de  ces  coefficients  résulte  immédiatement  de  la  forme 
des  équations  (3o);  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  donc  démontré  pour  ces 
équations  (3o). 

il.  Il  sera  maintenant  facile  d'établir  le  théorème  général  I,  énoncé 
à  la  page  a46.  En  effet,  soit  9,(0?,  y)  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque de  :r  et  j^;  l'intégrale 

(48)  J(^,{x,y)dx 

pourra  être  décomposée  en  intégrales  normales  de  première,  deuociènie 
et  troisième  espèce;  on  pourra,  de  plus,  par  une  transformation  uni- 
déterminative,  amener  les  pôles  et  les  points  critiques  logarithmiques 
des  intégrales  de  deuxième  et  troisième  espèce  à  être  distincts  des  points 
critiques  de  la  relation  algébrique  (2).  Alors  l'intégrale  (/|8)  sera  delà 
forme 

/  '  =  />  i  =  q        ?,.-i, 


(49) 


■  k  =  r  "'     ' 

k  =  1 


Or  on  peut,  sans  changer  la  nature  des  intégrales  des  équations  (3o), 
remplacer  l'une  quelconque  d'entre  elles  par  une  combinaison  linéaire 
à  coefficients  constants  de  cette  équation  avec  les  autres.  On  peut,  par 
exemple,  en  conservant  toutes  les  autres,  remplacer  la  dernière  d'entre 
elles  par 

/?i(«3?,,X,)f/j7,  +ff,{x.,,y.,)dx^-+-..  .-+-  f<p,{x„,y„)dx„=  U, 
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1  u=^a.,7/,-i-Yiiî,,^/^,., 

'  /  -:    I  /  I 


On  obtient  ainsi  un  svstonu'  d'équalions  de  la  (ornic  (i)  possédant  la 
propriété  indiquée  dans  l'énoneé  du  théorème  1.  (le  tiiéorème  est  donc 
démontré. 

On  voit,  en  outre,  (pielles  sont  les  fonelions  rationnelles  ç.J.r^y), 
03(0:,  j),  .  .  .,  (p„[a-,y)  qu'il  faut  associer  à  la  lonetion  donnée  <^,(^,  j); 
ee  sont  les  dérivées  par  rapport  à  œ  d(îs  /;  intégrales  de  première  espèce 
et  de  toutes  les  intégrales  de  deuxième  et  troisième  espèce  qui  figurent 
dans  l'expression  (/jc))  de  l'intégrale  (/|8),  à  l'exception  de  la  dernière, 

d  entre  elles.  On  montrerait,  comme  nous  l'avons  fait  à  propos  des 
courbes  unicursales  (p.  2j4).  que  le  nombre  [n  —  \)  des  fonctions 'i.^,, 
'j;,,  ...»  C2„  à  associer  à  «p,  est  un  minimum,  et  (|u'il  peut  être  dépassé 
autant  qu'on  le  veut. 

V2.  Nous  avons  supposé,  pour  plus  de  simplicité,  dans  l'énoncé  du 
théorème!  (p.  2^16),  qu'une  seule  fonction  rationnelle  9, (^.j)  est  donnée 
arbitrairement,  et  nous  venons  de  montrer  comment  on  peut  déter- 
miner les  (w  —  i)  autres  fonctions 

à  associer  à  celle-là. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  à  cet  effet  permet  de  démontrer  la 
proposition  plus  générale  suivante  : 

Etant  données  k  fonctions  rationnelles  de  x  et  y  linéairement  indépen- 
dantes 
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on  peut  leur  associer  un  ce  f  tain  nombre  [n  —  k)  d'autres  Jonctions  ra- 
tionnelles 

9A^-l(•^^r)'   9a-^o(.x',j),    ...,   <p,{ûc,y), 

(le  façon  que  les  fonctions  de  u^,  u^^  ■  .  .,  u,^  définies  par  les  équations  (  r) 
possèdent  les  propriétés  indiquées  dans  l'énoncé  du  théorème  I. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  généralisation  facile  du 
théorème  I. 


1 
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Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  algébriques 
de  première  espèce; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


On  sait  quelle  est,  en  Analyse,  l'importance  des  intégrales 

(i)  jV{x,y)dx, 

où  V[x,y)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y,   et  où  y  est  la 
fonction  algébrique  de  x  définie  par  la  relation 

f[x,y)  =  o, 

y  étant  un  polynôme.  Ces  intégrales  ont  été  partagées  en  trois  espèces  ; 
nous  n'avons  besoin  ici  que  de  rappeler  la  définition  des  intégrales  de 
première  espèce  :  une  intégrale  telle  que  (i)  est  dite  de  première  es- 
pèce quand  elle  reste  finie  pour  toute  valeur,  finie  ou  infinie,  de  la 
variable  x. 

Considérons  maintenant  une  fonction  algébrique  z  de  deux  variables 
indépendantes  de  x  et  j,  définie  par  l'équation  irréductible 

f[x,  y,z)  =  o, 

où  y"  est  un  polynôme.  On  peut  faire  correspondre  à  cette  surface  des 
intégrales  de  différentielles  totales  de  la  forme 

(2)  J?[x,y,z)dx^Q_[x,y,z)dy, 


■iS-j.  K.    Pirvui). 

où  l' ot  Osoiit  (K's  foiulions  ralioiuu'llos  (le  a\  y  cl  r.  ;  tes  doux  ("onc- 
tions i\c  |)»'ii\eiil.  hiiMi  cMiciulii,  cii'c  prises  arl)ilraii'cm(MU,  et  la  con- 
dition d'inlcgrabililc  do  l'expression  dilTérentielle 

V  dx  4-  Q  dy 

doit  être  supposée  satisfaite. 

Les  intégrales  de  la  forme  [i)  sont  suseepti])les  d'une  classification 
analogue  à  celle  qui  vient  d'être  rappelée  pour  les  intégrales  de  diffé- 
rentielles algélu'iques,  dans  le  cas  d'une  seule  variable.  Nous  ne  vou- 
lons considérer  dans  ce  travail  (pie  les  intégrales  de  différentielles 
totales  tle  première  espèce  ('  ),  c'est-à-dire  celles  qui  restent  finies  pour 
tout  système  de  valeurs,  finies  ou  infnies,  des  variables  indépendantes 
jc  et  y. 

Dés  le  début  de  cette  étude,  on  rencontre  une  différence  bien  pro- 
fonde entre  le  cas  d'une  variable  et  celui  de  deux  variables.  On  sait, 
en  effet,  (pi'à  une  courbe  algébrique  correspondent  en  général  des  inté- 
grales de  |)reinière  espèce;  ainsi,  pour  j>arler  plus  neLtement,  la  courbe 
la  j)lus  générale  d'un  degré  donné  m  possède  un  certain  nondjre,  bien 
connu,  d'intégrales  de  première  espèce,  linéairement  indépendantes. 

Il  n'en  e.st  pas  ainsi  pour  les  surfaces  algébriques  :  il  n'existe  [)as 
d'intégrales  de  différentielles  totales  de  première  espèce,  correspondant 
à  la  surface  la  plus  générale  de  degré  m.  Comment  peut-on  reconnaître 
si  une  surface  donnée  possède  des  intégrales  de  première  espèce,  et 
quel  est  le  nombre  de  ces  intégrales  linéairement  indépendantes? 
Telles  sont  les  questions  dont  nous  nous  occupons  dans  les  deux  pre- 
miers Chapitres  de  ce  Mémoire. 

Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  d'une  classe  de  surfaces 
algébriques,  dans  laquelle  la  notion  des  intégrales  de  première  espèce 
joue  un  rôle  imj)ortant  :  ce  sont  les  surfaces  pour  lesquelles  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  s'expriment  par  des  fonctions  uni- 


(')  Sur  les  intégrales  de  seconde  espèce,  j'ai  déjà  présenté  quelques  considéra- 
tions dansles  Coniptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  [vcmr?,  i885); 
Tétude  de  ces  intégrales  et  de  celles  de  troisième  espèce  fera  l'objet  d'un  autre 
Mémoire. 
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formes  quadruplement  périodiques  de  deux  paramètres,  et  nous  y 
ajoutons  cette  autre  condition  qu'à  un  point  arbitraire  de  la  surface  ne 
corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  d(  ux  paramètres,  abs- 
traction faite,  bien  entendu,  des  multiples  des  périodes.  Tel  ne  serait 
pas,  par  exemple,  le  cas  de  la  surface  célèbre  du  quatrième  degré  dé- 
couverte par  Kummer;  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  surface 
s'expriment  bien  par  des  fonctions  uniformes  quadruplement  pério- 
diques de  deux  paramètres;  mais  il  est  facile  de  vérifier  que,  dans  ce 
cas,  à  un  point  arbitraire  de  la  surface  correspondent  deux  systèmes 
distincts  de  valeurs  de  ces  paramètres.  Nous  montrons  comment  on 
peut  reconnaître  si  une  surface  donnée  est  susceptible  d'avoir  les  coor- 
données d'un  quelconque  de  ses  points  exprimées,  de  la  manière  in- 
diquée, par  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  para- 
mètres. Il  faut  aller  jusqu'aux  surfaces  du  sixième  degré  pour  rencontrer 
une  surface  jouissant  de  cette  propriété. 

Nous  terminons  ce  travail  par  l'étude  des  équations  de  la  forme 

ff      du    du\ 

nous  proposant  de  reconnaître  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation, 
en  prenant  pour  u  une  fonction  uniforme  quadruplement  périodique 
de  X  et  j;  c'est,  comme  on  voit,  la  généralisation  d'un  problème  traité 
par  MM.  Briot  et  Bouquet  dans  leur  beau  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  différentielles  de  la  forme 

^/      du\ 

A"'  Tz)  =  « 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

PREMIÈRE  PARTIE. 
1 .   Soit  donnée  une  relation  algébrique  de  degré  m 

F(a7,  j,  z)  =  o 
définissant  une  fonction  algébrique  z  de  x  et  j,  et  considérons  la  diflé- 
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HMitiello  totale 

V  (f.r -h  () (fy 
M '-' 

où  I\  Q  et  M  sont  «les  polviiôines  en  or,  y  cl  z,  et  pour  laquelle  la  con- 
dition (l'inléj^rabilité  est  supposée  satisfaite. 

Etïeeluons  sur  œ,  y,  z  une  translornialion  homo<;raj)lii(jue  (piel- 
eonque 

<72.r'  -+-  />2  V'  -\-  C-iZ'  -h  (i-i 

Y  =  — — > 

•^  ax'  -\-  by'  -\-  cz'  -\-d 

CTsO.''  -H  ftj  r'  -H  Cj  s'  4-  f/j  ^ 

la  relation  précétlente  deviendra 

f{x',y\z')  =o. 

DiffciMMitions  .r  et  y\  on  aura 

,                    Xdx'+V^dv'                   ,                   A,c/x'-i-B,  f/y 
ax  —  •■ -r- ,     dy  — 


I 


{a.v'-}-by-\-cz'^d)^'-^,  {ai'+  hY'  +  rz'  +  dy^, 

OZ  '  ()z 

A  et  A,  étant  des  polynômes  en  x\  y' ,  z',  de  degré  m  —  i  par  raj)port 

à  x'  el  z\  et  de  degré  m  par  raj)port  à  y  ;  de  même  B  et  B,  sont  des 

polynômes  de  degré  m  —  i  en  y  et  z\  et  de  degré  m  par  rapport  à  x' . 

Si  maintenant  n'  est  le  degré  de  P  et  Q,  et  n  eelui  de  M,  on  aura 

V_ p; Q_ Q^ 

M  ~  ^\.\ax'  +  by'  -^  cz'  +  dy-"'      M  ~  M\ax'  -\-  by'  ^  cz'  +  d)"'-"' 

V  et  Q'  étant  de  degré  n\  et  M'  du  degré  n. 

Il  s'ensuit  que  l'expression  précédente  prend  la  forme,  en  supj)ri- 

mant  les  accents, 

Pi  dx  +  Qi  dr 

en  désignant  par  u.  le  degré  de  M,  par  rapport  k  x,  y  et  s;  le  degré 


I 
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de  P,  par  rapport  a  ce  et  z  est  |l/.  -h  m  —  3,  et  par  rapport  à  y  est 
[j.-hm  —  2;  de  même  pour  Q,  le  degré  par  rapport  à  y  et  z  est 
[j.  -j-  m  —  3,  e[  !x  +  m  —  2  par  rapport  à  x. 

La  différentielle   totale   étant  mise  sous  cette  forme,    envisageons 
maintenant  l'intégrale 


/ 


M./: 


et  supposons  que,  pour  toute  valeur  finie  ou  infinie  de  ac  et  y,  cette 
intégrale  reste  finie;  cherchons  quelle  conséquence  on  pourra  en  tirer; 
z  est  définie  en  fonction  de  as  et  y  par  la  relation 

J{x,y,z)  =  o 

de  degré  m,  et  nous  pouvons  évidemment  supposer  qu'elle  renferme 
un  terme  en  z"^. 

Si  nous  laissons  d'abord  y  constant,  faisant  seulement  varier  .r, 
nous  aurons  une  intégrale  abélienne  ordinaire  de  première  espèce,  et, 
pour  qu'elle  soit  de  première  espèce,  il  est  nécessaire  que  M,  ne  dé- 
pende pas  de  J7;  le  même  raisonnement,  appliqué  à  y,  nous  montre 
que  M,  ne  peut  dépendre  de  j.  Nous  arrivons  donc  de  suite  à  cette 
conclusion  que  M,  doit  être  une  constante,  et  nous  écrirons  l'intégrale 
sous  la  forme 


'Pd.r-{-Qdy 

fzi^,  y^  2) 


P  est  un  polynôme  de  degré  m  —  2  en  00,  y,  z,  et  de  degré  m  —  '5 
en  ^  et  :;;  pareillement,  Q  est  un  polynôme  de  degré  m  —  1  ex\  x,y 
et  z,  et  de  degré  /?2  —  3  en  y  et  ^. 

2.  Nous  avons  jusqu'ici  laissé  de  côté  la  condition  d'intégrabilité 
que  nous  avons  maintenant  à  considérer.  On  aura 

ày\J"z)        àxKj'J 
en  considérant   z  comme  fonction  de  x  et  y.  Cette  relation  pourra 
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- (ë^ -/f  )/= + *^'(,/:;./;  -y;./;)  =-- "• 

Ia'  premier  membre  de  eette  égalité  est  un  polynôme  en  x,  y  et  2;  il 
n'est  pas  nécessairement  nnl  itlentiquement,  mais  senlement  en  vertn 
(le  lecpiation 

J\x,  y,  s)  =^0; 

on  reconnaît  facilement  que  l'on  peut  écrire  la  relation  |)récétleiite 
sous  la  forme 


<)}■      d.r      ()z\      /: 

Or,  si  clans  l'inlcgrale  (1)  nous  prenons  a;  et  z  pour  variables  au  lieu 
(lea^et^,  nous  chnons  tomber  sui'  une  expression  de  même  forme;  oi- 


mtegrale  devient 


/ 


!l£^i  </..-(.-/. 


/; 

H  est  donc  nécessaire  cpie  l'expression 

/-: 

puisse,  en  vertu  de  rcquationy"(a7,  v,  z)  =  o,  se  mettre  sous  la  forme 
d'un  polynôme  en  x,  y  et  z.  Posons  donc 

iv:;-Q./;  _  « 

n 

ou,   en  écrivant  sous  forme  d'identité   indépendamment  de  l'équa- 
tion /—  o, 

(2)  p/;,-Qy;-iv:  =  N/(.r..r,z), 

N  étant  aussi  un  polynôme. 
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Ceci  posé,  revenons  à  l'équation  (i)  qui  pourra  s'écrire 
On  a  par  consécjuent,  en  vertu  de/—  o, 

Mais  P,  Q,  R  et  N  sont  des  polynômes  de  degré  inférieur  à  m.  Si 
donc,  comme  nous  le  supposons,  le  polynôme y"(,r,j^,  z)  n'est  pas  un 
produit  de  polynômes  de  degré  moindre,  V égalité  précédente  sera  une 
identité,  quels  que  soient  x,  y  et  z. 

P  est  de  degré  m  —  3  par  rapport  à  ^  et  à  s,  et  de  degré  m  —  2  en  ;>•  ; 
Q  est  de  degré  m  —  3  en  y  et  g,  et  de  degré  m  —  2  en  x;  enfin  R  est 
de  degré  m  —  3  par  rapport  à  x  et  y,  et  de  degré  m  —  2  par  rapport 
à  ij,  et  ces  trois  polynômes  sont  de  degré  m  —  2  en  .r,  y,  z  pris  simid- 
tanément.  Quant  à  N,  il  est  de  degré  m  —  3  en  x,  y  et  z. 

Posons 

Q  =  -A,      P  =  +B,     R  =  -C. 

Les  identités  (2)  et  (3)  se  résumeront  dans  l'identité  unique 

A/>B/>c:/;=(^  +  f +  g)/(.,^..). 

Ainsi  on  doit  pouvoir  trouver  trois  polynômes  A,  B,  C  des  degrés 
indiqués  par  rapport  aux  variables  x,y^  z,  et  tels  que  l'identité  précé- 
dente soit  vérifiée. 

5.  Nous  pouvons  approfondir  davantage  la  forme  des  polynômes  A, 
B,  C.  Ceux-ci  sont  nécessairement  de  la  forme 

A  =  x(p{x,y,z)  -h  A,(>,7,  z), 
B  =  y^x.y,  z)-hB,{x,y,z), 
C=  zx{-oc,y,  z)+C,{x,y,  z), 


o,  i  cl  y  étant  ilos  polvnùmes  homoi^cncs  en  œ,  y  et  :;  de  (Ie{2;ré  m  —  3; 
qnanl  à  A,.  B,,  (-,.  eesont  des  polynômes  en  x,  jet  :;  d'ordre  m  —  '3. 
OrecMisidérons  l'inléj^nde 

/  •  B  <ii-  ^  A  <1y 

J        7-     "■ 

Posons   y  =  u..r,    |j.   élanl   nne  constante,  nous  aurons  l'inté^trale 
abélienne  de  première  espèce 


|Ç  —  \jjL)r/.r 


I 
\]  _  \y,  devra  être  au  plus  du  degré  m  —  3;  donc  l'expression 

(|ui,  dans  B  —  A  a,  est  du  degré  m  —  2,  devra  être  nulle,  et  l'on  aura 
alors 

'1{0C,  [J.X,   z)  —  (p{x,  [J.X,  z)  =  o, 

quel  que  soit  ;x;  on  en  conclut,  puisque  'l  et  cp  sont  homogènes, 

•^{x,y,  z)  =  (p{x,y,z). 
En  mettant  l'intégrale  sous  la  forme 

'  —  C  d.x  -{-  X  dz 


f 


l'y 


on  démontrerait  de  la  même  manière  que  /(x",  y,  z)  =  'f  (cr,  j,  z). 
Nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 


9(.-r,  j,  i)  =  6(^,  J,  ^ )  =  x(^,  7,  s; 


i.  Nous  venons  de  trouver  les  formes  nécessaires  des  intégrales  de 
différentielles  totales,  qui  restent  finies.  Nous  avons  maintenant  à 
nous  demander  si  les  intégrales  remplissant  les  questions  précédentes 
restent  toujours  finies. 
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Nous  supposons  donc  que  l'on  ait,  après  une  transformation  liomo- 
graphique  quelconque,  la  surface 

/(>,  j,  s)  =  0. 

Celle-ci  ne  |)ossècle  que  des  singularités  ordinaires,  c'est-à-dire  soit 
des  points  doubles  isolés,  pour  lesquels  le  cône  des  tangentes  ne  se 
réduise  pas  à  deux  plans,  soit  des  courbes  doubles,  sans  points  sin- 
guliers, pour  lesquelles  les  deux  plans  tangents  à  la  surface  en  chaque 
point  seront  toujours  distincts. 

Nous  supposons  que  l'on  puisse  trouver  trois  polynômes  A,  13,  C 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  ;  le  premier  A  est  au  plus  de 
degré  m  —  2  par  rapport  à  x,  et  de  degré  m  —  3  par  rapport  àyet  z, 
B  est  de  degré  m  —  2  par  rapport  à  y,  et  de  degré  m  —  3  par  rapport 
■A  X  et  z,  enfin  C  est  de  degré  m  —  2  en  z,  et  de  degré  m  —  3  en  x  et  y. 
On  a  d'ailleurs  l'identité 

(«)  A/, +  B/:  +  c/:  =  (^  +  ^  +  f  )/(.,>.,=) 

Ceci  posé,  considérons  l'intégrale 

B  flfuP  —  A  dy 


la  condition  d'intégrabilité  sera  remplie,  car  elle  se  réduit  (n''  1  )  à 

(9B      ()A      d  /B/;  +  A/; 


=  o. 


dy        dx        dz  \        fi 
Or,  d'après  l'identité,  on  a,  en  tenant  compte  de/(j:',  j,  ;;)  =  o, 

a  /B/;+A/;;\  _      dC.      ùk      ^      ^ 

Jz  \      ^:'     'y  dz'^  ùx  ^  dy  '^  ùz  ' 

et,  par  suite,  la  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée. 

Nous  allons  chercher  si  l'intégrale  reste  finie  pour  toute  valeur  du 
point  analytique  [x,  y,  z). 


2r)0 


i:.   piCAiin, 


,*>.  INe  considérons  d'abord  c\uv  dos  points  à  distante'  finio.  Si  (.r,  >',  z) 
n'est  |)as  nn  ponit  donblc  de  la  surlac  o,  il  n'y  a  aucnnc  dillicnltc,  car 
le  résultat  aj)parait  imniédiatemcnt,  en  cinpIoNant  l'une  ou  l'autio  des 
trois  rorincs  de  l'intégrale 


C  fir  —  B  r/^ 


Su[)[)Osons,  en  second  lieu,  (|ue(a7,r,  z)  tende  vers  un  point  double 
isole  {a,  h,  c)  tle  la  surface.  On  renKU(|uera  d'al)ord  i\\\v  l(>s  surfaces 

A  =  G,     B  =  o,     C  =  o 

passent  parce  point;  on  a,  en  effet,  en  différentiant  l'identité  (a)  par 
rapport  à  x,  y  et  :;,  et  faisant  .r  =  a,  y  =zz  b,  z  =  c, 

A(«,Z»,c)/;;+B(rt,6,c)/,;+  C[a,b,c)/„,=  o, 
A  (a,  b,  c)/,;-h  B(a,  b,  c)f,,[  -j-  C[a,  b,  c)fi  =  o, 
A{a,b,c)/,',^-h  b{a,  b,  c)/i,, -h  C{a,  b ,  c)/^:i  =  o; 

on  en  conclut  que 

A[a,  b,  c)  =  B(rt,  b,  c)  =  ('-(<7,  b,  c)  =  o, 

puisque  le  déterminant  des  dérivées  secondes  de  /  n'est  pas  lud  au 
point  abc,  qui  n'est  pas  un  point  biplanaire. 
Posons 

y  =  b  -h  t[x  —  a), 

t  étant  la  variable  que  nous  allons  substituer  à  y,  et  soit 

f{oc,y,  z)  =  (p(a?  —  a, y  —  b,z  —■  c)  ■+  '\>(jc  —  a, y  —  b,  z  —  c)  -h .  .  ., 

^,'\i,  ...  étant  homogènes  par  rapport  k  x  —  a,  y  —  b,  z  —  c  et  de  de- 
grés respectivement  égaux  à  deux,  trois,  .  .  .,  et  ç»  renfermant  un  terme 
en  {z  —  cY  ;  il  en  sera  ainsi,  si,  ce  qu'on  peut  supposer,  les  parallèles 
menées  par  [a,  b,  c)  aux  axes  de  coordonnées  ne  sont  pas  sur  le  cône. 
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De  l'équation  /(jr,j,  s)  ==  o  on  déduira  pour  z  =c  deux  développe- 
ments distincts  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a, 
sauf  pour  les  valeurs  de  /,  telles  que  l'équation  du  second  degré  en  5 

(p(l,  t,0)  =  o 

ait  une  racine  double  ;  ces  valeurs  de  t  sont  évidemment  au  nombre  de 

deux,  et  l'on  peut  les  supposer  finies,  soient  /,  et  /o- 

Ceci  posé,  t  ayant  une  valeur  variable,  mais. ne  tendant  pas  vers  /, 

ou  t,,  l'expression 

^dx  —  A  dv 


prendra  la  forme 

{?>  —  k  t)  dx  —  k{.x  —  a)  dt 

Or  B  et  A  contiennent  en  facteur  [x  —  a),  ct^'  contient  en  facteur 
[x  —  a\  mais  ne  contient  pas  [x  —  a)^.  Il  en  résulte  que  l'intégrale 
tendra  certainement  vers  une  valeur  finie,  cjuand  {oo,y,  z)  tendra  vers 

{a,  b,  c),  de  telle  manière  que  le  rapport  -'^~  ait  une  limite  différente 
de  t,  ou  t. y. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étudier  le  cas  où  le  rapport tend 

vers  /,  ou  t.,  ;  il  suffit,  pour  cela,  d'employer  une  des  autres  formes  de 
l'intégrale.  Les  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  passant  par 
le  point  (n,b,c)  pouvant  être  supposés  non  tangents  au  cône, 

(p{x  —  a,  y  —  b,  z  —  c)  =  o, 

la  difficulté  qui  se  présentait  relativement  à  x  et  y  pris  comme  va- 
riables indépendantes  ne  se  présentera  plus  avec  x  et  z,  puisqu'un 
plan  tangent  à  la  surface  conique  ne  peut  passer  à  la  fois  par  l'axe  des 
z  et  l'axe  des  j'. 

Nous  voyons  donc  que,  de  quelque  manière  que  le  point  x,  v,  ; 
tende  vers  le  point  double  [a,  b,  c),  la  valeur  de  l'intégrale 


/ 


""^•'Bdx  —  Ady 


•2C)i.  K.     IMCAHI). 

restolimc.  On  xoil.  d  ailleurs,  bien  aiscinciil  (jiio  la  \al(ur  de  celle  iii- 
tégrale  (>st  iiuléjXMulante  de  la  faeoii  dont  le  |)oint  (f, }',  :;)  se  rapproche 
du  point  double.  Soit,  en  effet,  après  un  choix  d'axes  convenable,  et 
l'orij^ine  élanl  au  point  doul)l(% 

les  ternies  suivant  les  trois  premiers  étant  de  d{>i;ré  supérieur  à  deux, 
et  l'on  a 

MNP?^o; 

posons 

A  =  ax  -^  hy  -{-  cz   -+-..., 

\\  =  a'x  +  L'y  -i-  c'z  + . . . , 

C  =  a"x  +  h" y  4-  c"g  -h ...  ; 


l'identité 


A/,+  IÎ/,.  +  C/,=  (^  +  j^-  +  3t)/{^0'-) 
donne  de  suite  cette  autre  identité 

■?.'ax  4-  by  -'r  cz)Mx  +  i[a'x  -h  b'y  -F  c'z)'^y+  ^[a" x  +  h" y -\- c" z)? z 

=  («  -h  h'-^c"){nx-  +  IS  y=  -h  Vz'); 

on  en  conclut  immédiatement 

a  =  1/  =  c"  =  o, 
]Mc-f-Prt"=o,     Mb-hl^n'=o,     Ne' -f- P//'=  o. 

Il  viendra  donc 

B  dx  —  A  dy  ^  z[c'  clx  —  c  dy)  -\-  a  x  dx  —  Bj  dy  -{-  (O  dx  -i-  <\i  dy^ 

9  et  y  étant  au  moins  du  second  degré  en  x,  y  e[  z  ;  l'élément  de  l'in- 
tégrale sera  alors 

z-  (  c'  djc  —  c  dy)  +  a'  X  dx  —  by  dy  -]-  'f  dx  +  ^  dy 
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or,  d'après  une  des  égalités  précédentes  a'=lM,  b  =  —  l'N  ;  nous 
pourrons  donc  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

z  ( c'  d.T  —  c  dy  —  IP  dz)  -h  o^  dx  -\-  'I/,  dy  -t-  y^  dz 

9,,  '^^  et  y^  étant  au  moins  du  second  degré  en  x,  y,  z.  Supposons 
maintenant  que  a:-  et  j  tendent  vers  zéro,  la  limite  de  -  étant  finie  <;t 

n'annulant  pas  M  -h  N  [  ^  )  ;  dans  cette  hypothèse,  ^  et  -^  auront  des  li- 
mites finies,  et  le  dernier  élément  de  l'intégrale  se  réduira  à 

c'  d.T  —  c  dy  —  /  F  dz 

Il  est  donc  indépendant  de  la  limite  de  -•  En  employant  l'une  ou 

l'autre  forme  de  l'intégrale,  on  traiterait  d'une  manière  toute  semblable 
les  cas  exclus  dans  le  raisonnement  précédent. 

6,  Étudions  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale  quand  [x,y,z)  se 
rapproche  d'un  point  de  la  courbe  double  de  la  surface. 

Nous  allons  joindre  aux  hypothèses  précédemment  faites  la  suivante. 
Les  surfaces 

A  =  o,     B  ^  o,     C  =  o 

passent  par  la  courbe  double  de  la  surface.  Je  dis  que,  dans  ces  con- 
ditions, l'intégrale  reste  finie  pour  tout  point  de  la  courbe  double. 

Soient  (a:,,/,,  s,  )  les  coordonnées  d'un  point  P  de  la  courbe  double; 
par  ce  point  passent  deux  nappes  de  la  surface  ayant,  par  hypothèse, 
deux  plans  tangents  différents.  Supposons  que  [a:,y,z)  tende  vers  P 
en  restant  sur  une  certaine  nappe;  le  plan  tangent  à  cette  nappe  en  P 
n'est  pas  parallèle  aux  trois  axes  de  coordonnées;  supposons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'il  ne  soit  pas  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Pour  l'une  des  nappes,  on  aura,  dans  le  voisinage  de  [x,,y,,  z^), 

(i)  z  —  z,  =^a{oc  —  a:^)^  h{y-y,)-+-o{x  —  ay,,y  —  y,), 

cp  ne  renfermant  que  des  termes  de  degré  supérieur  an  premier. 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  lome  I.—  Fasc.  III,  i885  Oo 
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Tour  laiilro  nappo.  on  aura  )>ar(Mll(Mîunit 

(2)  z  —  z,~  a'[.v  —  ,1-,)  ^  //^_v  —  ,v,)  -4-  «K-r  --  .r,,  y  —  .rj, 

<'t  Ton  n  a  pas  à  la  lois 

a  =  a\     b  =  h' . 

I/equalion  de  la  siirtacc  pourra  évidemment  se  mettre  sous  la  lorme 

/{.t\Y,  z)  =  F  X  [z  -  r,  —  a{x  -  .r,  )  —  ù{y  —  _r,  )  —  9] 

X  [z  —  z,  —  rt'(,r  —  Xt)  —  h' [y  —  ,r,  )  —  ■■r'I. 

F  dépendant  de  x,  v,  z  et  ayant  une  valeur  finie  et  différente  de  zéro 
pour  .r  =  a;, ,  V  =  V, ,  z  ^=  z^. 

On  en  eonclut  que,  pour  tout  point  icys  de  la  nappe  (1),  on  aura 

f:[x,y,  s)  =  F  X  [(«  -  a'){x  -x,)-\-{h-  b'){y  -  y,  ) 

-h  o{x  —  x^,y  —  y,)  —  '^j[x  —  x^,y  — .y,)]. 

I/équation  de  la  projection  de  la  courbe  double  sur  1(;  plan  des  xy  est 
obtenue  en  éliminant  z  entre  les  équations  (i)  et  (2),  ce  qui  donne  im- 
médiatement 

(3)  ^a-a')[x  -x,)^{b  _  Z/')(j  —  y,  ) -+- 9  -  ■}  =  o. 

On  n'a  pas  à  la  fois  a  —  a=o,  b  —  b'  =  o,  soit,  par  exemple, 
//  —  b' ^  o. 

Nous  pourrons  tirer  de  l'équation  (3), 

y  —  y,  =  V{x  —  x^), 

P  étant  une  série,  sans  terme  constant,  procédant  suivant  les  puissances 

de  X  —  Xi- 

Ceci  posé,  soit 

\[x,y,z)  =  o 

l'équation  d'une  surface  passant  par  la  courbe  double,  z  étant  rem- 
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placé  par  le  développement  (i),  on  aura,  pour  les  points  de  la  nappe  (i) 
dans  le  voisinage  de  P, 

k[x,y,z)  =  -/^{x  —  ^,,  y  — j,), 

et  celte  fonction  sera  identiquement  nulle,  quand  on  remplacera  y  —  jy, 

par  P(.r  —  x^  ). 
On  aura  donc 

\[x,y,z)^  [j— j,  -  V[x  —  x,)\i,{x-x,,y-yi), 

y,  étant,  comme  y,  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 
X  —  Xf  et  y  — y,  ;  on  remarquera,  d'autre  part,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  que 

/:{x,y,  2)  =  F,  X  [y  -  j,  -  P(^  -  X,)], 

F,  dépendant  de  x,  j,  z  et  étan\ ^nie  et  différente  de  zéro  pour x  =^  x^, 
y=y,,  z  =  z,. 

Si  nous  considérons  maintenant  le  quotient 

A(:r,  y,  ^) 

on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  tendra  vers  une  valeur  finie  dé- 
terminée quand  [x,y,  z)  se  rapprochera  de  P,  en  restant  sur  l'une  ou 
l'autre  nappe  de  la  surface. 

Il  est  facile  maintenant  de  trouver  ce  que  devient  l'intégrale 


/ 


'^'"B  dx  —  AJy 


quand  [x.y,  z)  tend  vers  [x^,y^yZ^).  Les  deux  expressions 

B     ^  A 

71'' 71 

étant  déterminées  et  continues  dans  le  voisinage  de  ce  point,  l'inté- 
grale aura  nécessairement  une  y^Xeuv finie  et  déterminée. 


2()()  i;.    i'i(..vni). 

7.    Il  rivstt^  a  ('tii(li(>r  l'iiitt'j^i'ah^  quand  les  variabU^s  (Icvicmiciil  iii- 
(inics.  Nous  allons,  dans  co  bul,  transfornur  rinlcj^ralc  en  nous  scr- 

\anl  tics  cooidoiuuos  li()nK)i;oiics.  Romplarons  donc  a%  j',  z  par  — >  -  > 
-  >  ot  ra|)|)olons-nous  tjuo  nous  avons  trouvé  (n"  5) 

A  =  .c(p{x,y,  z)  -+■  A,  {x,y,  -), 
\]  =  y(p{x,y,  z)  -h  B,(.x-,  r,  s). 

'y  (\U  lioinoi^ôno  ol  do  de^iv  [ni  —  3)  en  a\  y  et  c  ;  A,  <'t  li,  sont  d<'s 
polynômes  de  degré  m  —  3  en  ^,  j  et  c. 

Nous  aurons  donc,  en  rendant  les  polynômes  homogènes, 

\       [.Vf  (.r,.v,  z)  +  tlii{jt;y,z,  l)]{t  (U  —  w  dt)  j 
lirf.r  —  kdy  )  —  [a^<p(x,  )',  z)  -h  ^  A,(j?,  y,  z,  l)]{l  dv  —  y  dt)\ 

qui  pourra  s'écrire 

—  {x  dv  —  Y  djc){xv>  -t-  f  A,)  4-  (A,_y  —  B,.r)(.r<i?^  —  ^<ij:) 

.r,  \\  z,  l  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois;  soit  x^o,  et  ])osons  alors 
-^=Y,     ^=Z,     -=T; 

.r  r  x 

l'expression  différentielle  deviendra 

-  [o(i ,  Y,Z)-^TA,(i,Y,Z,T)]^/Y  +  [YA,(i,Y,Z,T)-  H, (i ,  Y,  Z,  T  \d'V 

/a',Y,Z,T) 

et  nous  sommes  ramenés  à  étudier  la  valeur  d'une  intégrale  de  même 
forme  que  celle  qui  a  été  étudiée  dans  les  numéros  précédents  et  pour 
des  valeurs  finies  des  variables. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


I.^  intégrale 


L 


'■''"  B  dx  —  A  ûfy 
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reste  finie  pour  toute  valeur,  finie  ou  infinie,  de  x  et  y;  elle  est  indétermi- 
née quoique  finie,  pour  les  valeurs  infinies  données  aux  variables. 

S.   Nous  savons  donc  reconnaître,  étant  donnée  une  surface 

f{x,y,z)  =  o, 

si  elle  possède  ou  non  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  pre- 
mière espèce,  en  désignant  ainsi  les  intégrales  qui  restent  toujours  finies. 
11  n'en  est  pas  ici  comme  dans  le  cas  des  courbes  algébriques;  la  sur- 
face la  plus  générale  de  degré  m  ne  possède  pas  d'intégrales  de  première 
espèce.  En  d'autres  termes,  étant  considérée  la  surface  la  plus  générale 
d'ordre  ni 

f[x,Y,  2)  =  o, 

on  ne  peut  pas  trouver  de  polynômes  A,  B,  C  de  la  forme 

A  =  xo{x,y,  z)  -j-  A|(^',  y,  z), 
B  =  yr^{x,y,z)+  B,(^,j,g), 
C=r.  zo[x,y,z)^C^[x,y,z), 

où  ç)  est  lui  polynôme  d'ordre  m  —  3  et  bomogène  en  x,y,  z,  et  A,, 
B,,  C,  sont  des  polynômes  de  degré  au  plus  égal  à  m  —  3  par  rapport  à 
ces  variables,  qui  satisfassent  à  l'identité 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer  dans  un  instant,  mais  écrivons  au- 
paravant l'identité  précédente  sous  une  autre  forme.  Il  ne  paraît  pas 
facile  d'énoncer,  sous  forme  géométrique,  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  l'on  puisse  satisfaire  à  cette  identité  fondamentale. 
Transformons-la  seulement  pour  lui  donner  une  forme  plus  symétrique. 
On  peut  l'écrire 


m 


A/;+ mB/'H-  mcf:=  {^  +  '^  +  §){^L+ y/: +=/:+./:: 


:i()<S  i:.    PICARD. 

Posons  mainloiKUit 

a         ,,        /ô\      an      oc 
d.i  =  m\\—  r   1-  4-  T-  ■+-  1- 

0.^—  niL  —  z  {  -^ h 


().v         à  y         ()z 
,  /()\        on        ôC 

los  0  étant  ainsi  des  polynômes  d'ordre  m  —  'l,  comnu»  on  \o  recon- 
naît, en  se  reportant  anx  formes  de  A,  B,  C. 
L'identité  ponrra  s'écrire 

Considérons  les  0  comme  des  polynômes  homogènes  d'ordre  m  —  3  en 
r,  T,  :;,  /.  On  aura  entre  ces  polynômes  la  relation  suivante  qui  résulte 
immédiatement  de  leur  expression  en  A,  B,  G  : 

f)0,  r)0.,         ()03         ^)0, 

(i.r         ôy  ôz  01 

Nous  avons  dit  que  la  surface  la  plus  générale  de  degré  m  ne  j)Ossé- 
dait  pas  d'intégrale  de  première  e-pèce.  Je  dis,  en  effet,  que,y^(T,  y,  z) 
étant  le  polynôme  général  d'ordre  ni,  on  ne  peut  pas  trouver  quatre 
polynômes  ô,,  O.,,  0^,  6^  de  degré  [m  —  3)  vérifiant  l'identité  (i).  Con- 
sidérons, en  effet,  les  trois  surfaces 

or  or  or 

-p  =  o,     -y-  =  O,     — -  =  o; 
0.V  Oy  Oz 

elles  n'ont  pas  de  courbe  commune,  et  elles  ont  en  commun  un  nom- 
bre de  points  distincts  égal  à  (w  —  i)\  Pour  ces  points,  on  a 

r   ^f 
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mais  le  second  facteur  ne  sera  certainement  pas  nul,  puisqu'alors  la 
surface  aurait  des  points  doubles;  les  points  considérés  appartiennent 


donc  à  la  surface  de  degré  m  —  3 


94  =  0; 
par  suite,  les  quatre  surfaces 


^-    =    (),  —     =   O,  -y-    =    O,  &,.   =   O 

ont  en  commun  (m  —  i)'  points  distincts.  Or  cela  est  impossible,  car. 
si  nous  considérons  les  deux  surfaces  de  degré  m  —  i 

,  àf    ,    o,  Of  ,  df 

lésa,  /3,  y  étant  des  constantes  arbitraires,  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces  devrait  rencontrer  la  surface  ôj^  en  [m  —  lY  points.  Il  est, 
d'ailleurs,  impossible  que  les  deux  surfaces  précédentes  aient  une  ligne 
commune  avec  la  surface  ô,,,  si  les  ce,  /3,  7  sont  pris  arbitrairement. 


CHAPITRE  II. 

1.  Nous  avons  admis,  dans  les  numéros  précédents,  que  la  surface 
n'avait  que  des  points  doubles  isolés  et  des  courbes  doubles.  On  peut 
supposer,  sans  plus  de  complications,  qu'elle  a  des  points  multiples  et 
des  courbes  multiples  d'ordre  quelconque,  pourvu  que  ces  singu- 
larités soient  des  singularités  ordinaires;  nous  entendrons  par  là  qu'en 
un  point  multiple  isolé  d'ordre  k  le  cône  d'ordre  k  formé  par  les  tan- 
gentes n'a  pas  de  droites  multiples;  de  même,  en  tout  point  d'une 
courbe  multiple  d'ordre  k,  les  k  plans  tangents  aux  k  nappes  de  la 
surface  passant  par  la  courbe  nudtiple  sont  distincts. 

Cherchons  alors  comment  devront  être  modifiés  les  énoncés  précé- 
demment donnés  pour  que  la  surface  possède  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce.  Soient  A,  B,  C  trois  polynômes  des  degrés  indiqués,  sa- 


)()t)  K.    pi(  \r, n 

lisl.u>ant  ;t  I  idtMililc  loiuliinuMilalc 


<V 


^V 


^0/ 


O.r  Ov  ()z 


0\         Oli         0C\., 

,17.  +  ôT  ■"-  ôry^'''-''^ 


Les  surfaces  A  =  o,  U  —  o,  C  =  o  passeront  par  les  ronrhcs  imil- 
tipU^s,  et  une  courbe  nuilliple  d'ordre  k  de  la  surface  ])ro|)()sée  sera, 
pour  chacune  de  c(^s  surfaces,  un(^  courbe  multiple  d'ordre  (/  —  i). 
(les  conditions  sont,  d'ailleurs,  nécessaires  et  suffisantes,  poni-  (|ue 
rintei;rale 


I 


/ 


yy 


reste ///hV,  en  tout  point  dune  courbe  nuilliple. 

I>'élude  de  la  valeur  de  l'intégrale,  quand  [x,y,z)  tend  vers  un 
point  multiple  isolé,  est  ini  peu  moins  simple.  Supposons  que  ce  point 
multiple  soit  à  l'origine  des  coordoimées.  Soit  ce  point  d'ordre  /),  et 

écrivons 

/{x,y,z)=(p{x,y,z)-i-..., 

'^[x.y,  z)  étant  homogène  et  de  degré />,  et  les  autres  termes  étant  de 
degré  supérieur  à  /;  en  .r,  }'  et  z.  Soient  de  même  a,  /5  et  y  les  termes 
homogènes  et  de  degré  moindre  en  x,  y,  z  dans  A,  \\  et  C;  on  aura 
l'identité 

(h 

-h  ;j  .  •  +7  --•-  —  ,  - — h  -, 


"7):7■^'^h 


r  ()-^  à'j-  (  <)'^  <y^         (h\     ,  \ 


arrêtons-nous  un  instant  sur  cette  relation.  En  la  joignant  à 


<)o  do  (H 

OJc        "    uy  uz        ' 


nous  aurons  1  identité 


L/^«-^idi.  + J^  +  ^jJ^ 


Or       Oz 

()a  â^  à-; 

T-   +  T^  +  T 
d>r         OV         à: 


ôx 
dz' 
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Nous  ne  connaissons  pas  a  priori  le  degré  de  a,  j'î,  y;  si  ce  degré  est  au 
plus  égal  'd  p  —  1,  nous  allons  immédiatement  trouver  la  forme  de  ces 
polvnùmes;  nous  avons,  en  effet,  dans  ce  cas,  une  relation  de  la  forme 

où  P,  Q,  R  sont  des  polynômes  liomogènes  dont  le  degré  est  au  plu-^ 

ésral  a  »  —  2.  Les  points  communs  à  ^^  ^  o  et  à  v^  =  o  doivent  ap- 
'  *  or  ôz  ^ 

j)artenir  à  la  courbe  P  =  o,  puisqu'on  ne  peut  avoir  en  même  temps 
-^  =  o,  le  cône  n'ayant  pas  de  génératrice  multiple.  Or  les  points  com- 
muns aux  deux  courbes  de  degré  p  —  i 

do  do 

V"  =  o,     -T^  =  o 

ne  peuvent  appartenir  à  la  courbe  de  degré jo  —  2 

P^o, 

et  nous  concluons  de  là  que  P,  Q  et  P».  doivent  être  identiquement  nuls. 
On  a,  par  suite, 

a  3  Y 

X        y        z 

Soit  T  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  on  aura 


P^  = 


dx        d Y        âz 


ce  qui  montre  d'abord  que  T  sera  un  polynôme  homogène  en  jc,  y,  ;;. 
De  plus,  soit  q  son  degré;  l'égalité  précédente  nous  donnera 

pT  =  qT  ^3T, 
d'où 

g=p  -3. 

Ainsi,  si  le  degré  de  a,  ,3,  7  n'atteint  pas  p  —  i,  on  aura  nécessaire- 
ment 

&  —  a-T,     ]S  =  yT,      y  =  zT, 

Journ.  de  Math.  (4*  série, jlome  1.  —  Fasc.  111.   i&85.  J9 
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T  olanl  un  poU  iiùnu^  de  dvjn^vc p  —  3.  Nous  sonuiu^s  donc  assuré  (juc  les 

sur/aces 

A  =  o,     W  =■  (),     C  =  o 

o/tl  un  point  multiple  (r ordre  au  moins  égal  à  (p  —  2),  en  un  point  mul- 
tiple isole  (i  ordre  p  de  la  surface  proposée .  Dans  le  cas  où  l'ordre  de  mul- 
tiplicité est  ,p  —  2),  les  termes  de  degré  {p  —  2)  darfs  A,  \\,  C  ont  les 
/ormes  spéciales  qui  viennent  d'être  indiquées. 


1.    Il  est  facile  de  voii'  luainlenanl  que,  dansées  conditions,  l'inté- 
grale 


f 


reste  finie  au  point  nndlii^le  considéré;  nous  sujiposons,  conune  |)lus 
haut,  que  ce  point  multij)le  est  l'origine. 

Si  l'origine  est  un  point  nniltiple  d'ordn?  {p  —  1)  pour  les  surlaces 

B*=  o,     A  =  o, 

il  n'y  a  aucune  modification  à   Faire  au  raisonnement  qui  a  été  lait 
pour  le  cas  du  point  double  (n°  5). 

Si  l'origine  est  seuleuKMit  un  point  multiple  d'ordre  p —  u,  nous 
pouvons  poser,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  au  numéro  précé- 
dent, 

A  =.rT+  A,,     B  =yT  +  B,, 

A,  et  B,  ne  renfermant  que  des  termes  de  degré  supérieur  k p  —  2;  on 
a  alors  la  somme  des  deux  intégrales 

T(vdx  —  -xdy)         f  \ix  dx — f^xdy 


rTiydx  —  xdy)         Ç 


Jz 


Nous  venons  de  dire  que  la  seconde  restait  finie;  quant  à  la  première, 
elle  est  comparable  à  l'intégrale  abélienne  ordinaire 


INTÉGRALES    DE     DI  FFIÎU  KN  I  [  ELLES    TOTALES    A  LG  ÉIÎRIQUES.  3o3 

attachée  à  la  courbe  (p{x,  y,  z)  z=  o;  et  cette  intégrale  reste  finie, 
puisque  T  est  un  polynôme  de  d<  gré  p  —  3. 

Il  résulte  évidemment  (lu  calcul  précédent  qu'en  un  |)oint  niultij)l<' 
isolé  d'ordre/?  [p  étant  supérieur  à  deux),  l'intégrale  de  dilïérentielle 
totale  de  première  espe-ce  peut  avoir,  tout  en  restant  finie,  une  valeur 
indéterminée. 

Il  n'en  était  pas  de  même  en  un  point  double  non  planaire;  nous 
avons  vu  (n*'  5,  I'^  Partie)  que,  dans  ce  cas,  l'intégrale  avait  toujours 
une  valeur  déterminée. 

5.  Nous  ferons  maintenant  quelques  remarques  relatives  au  cas  où 
la  surface 

/{oo,y,  z)  =  o 

j)ossè(le  deux  ou  plus  d'intégrales  de  première  espèce.  Considérons 
donc  deux  de  ces  intégrales. 

A,  B,  C  et  A, ,  B,,  C|  étant  les  polynômes  correspondants,  nous 
aurons  les  deux  identités 

Supposons  que  les  deux  intégrales 

rBdx  —  Kdy  rBi  dx  —  Al  dy 

J        7^~"     ""*   J         7^      ' 

ne  sont  pas  fonctions  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  que  l'on  n'a  pas 
pour  tous  les  points  de  la  surface 

BA,  — AB,  r=:o, 
Ceci  entendu,  nous  avons  pour  tout  point  de  la  surface 
A/>B/:+C/,  =  o, 


3o/| 
ou 

(1^ 


i: .    p  I  c  A  «  I) . 


\B,-AjB  _  BC,-  GB,  _  CA,-AC, 

n     ~     n     ~     7: 


1,0  qu()ti(Mit  '  ., — -  reste  fini  pour  toul  jtoiut  [.r,y',  z)  de  la  sur- 
face, situé  à  (listauce  linio.  D'après  los  éj^alités  |>r('cédentos,  ceci  est 
évident  jHiur  h^s  points  siiujiles  de  la  siuface,  il  (Mi  (\sl  aussi  de  niénu' 
pour  les  points  des  lignes  multiples,  car  toute  ligue  niidti|)l<>  d'oi-dre/; 
(i(>  la  surface  proposée  est  ligne  nudtiple  d'ordre  2/)  —  •->  des  surlaces 

\n,  _A,H  =  o.      RC,  -Clî.^o,     CA.-AC,  :=o. 

Faisons  enfin  coïncidcM-  [x,  y,  z)  avec  un  point  I*  multiple  isolé 
d'ordre^.  Si  les  surfaces 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o     et     A,  —  o,     B,  =  o,     C,  =  o 

ont  le  point  P  pour  point  nudtiple  d'ordi(^  /;  —  ■?.,  on  voit,  d'après 
les  formes  des  polynômes  A,  B,  C  (numéro  précédent),  que  les  sur- 
faces 

AB,  -  A,  B  =  o,      BC,  -  CB,  =  o,     CA,  —  AC,  -  o 

ont  le  point  P  pour  point  nudtij^le  d'ordre  (2/)  —  3),  et  dans  tous  les 
autres  cas  le  degré  de  multiplicité  atteindra  au  moins  cette  valeur;  on 
voit  alors,  d'après  les  égalités  (T),  que  chacune  des  expressions  (1)  s'aii- 
tude  au  point  V. 

De  ce  que  chacun  des  rapports  (I)  reste  fini  pour  tout  point  (^,JK,  z) 
de  la  surface,  situé  à  distance  finie,  on  conclut  que 


■2) 


AB,-A,B=./;Q(.r,y,  s), 
BC,-CB,=/,Q(a:,j,:3), 
CA,^\C,=/'Q{x,y,z), 


Q(a7,  y,  z)  étant  un  polynôme  en  x,  y,  z.  î.e  degré  de  ce  polynôme  sera 
d'ailleurs  (w  —  4)  i/n  étant  le  degré  de  la  surfacey);  on  voit  en  effet, 
en  se  reportant  aux  tormes  de  A,  B,  C,  que   les  polynômes   figurant 
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dans  les  premiers  membres  des  relations  précédentes  sont  de  degré 
ini  —  5. 

On  pourrait  arriver  aux  relations  (2)  par  une  autre  voie.   La  sur- 
face 

AB,-A,B  =  o 

passera  par  l'intersection  dos  deux  surfaces 

f{x,y,z.)  =  o,    £{x,  y,  z)  =  o; 
or,  si  une  surface 

F{jc,y,z)  =  Q 

passe  par  l'intersection  de  deux  surfaces 

o{x,y,  z)  =  o,     'l{x,y,  z)  =  0, 

et  que  toute  courbe  d'intersection  de  ces  deux  dernières  surfaces,  qui 
est  pour  la  première  une  ligne  multiple  d'ordre  i  et  pour  la  seconde 
d'ordre  k,  soit  une  ligne  multiple  d'ordre  i  -h  k  —  i  pour  la  surface  F, 
on  aura  l'identité 

F  =  Q9-+-R^, 

Q  et  R  étant  des  polynômes.  Cette  importante  proposition  est  due  à 
M.  ^othev [Math.  Annalen,  t.  VT).  En  l'appliquant  à  l'exemple  actuel, 
on  est  conduit  à  l'identité 

AB,-A,B  =  Q/:-+-R/ 

et  l'on  a,  par  suite,  les  relations  (2)  pour  les  points  de  la  surface/l 
La  surface  d'ordre  [m  —  4) 

Q{.T,y,  2)  =  o 

est  extrêmement  intéressante,  car  c'est  une  surface  adjointe  à  la  sur- 
face proposée;  cette  surface,  d'après  la  définition  du  polynôme  Q, 
aura  en  effet  pour  courbe  multiple  d'ordre  p  —  i  une  courbe  multiple 
d'ordre  p  de  la  surface  /,  et  elle  aura  pour  point  multiple  d'ordre  au 
moins  égala  [p  —  2)  tout  point  multiple  isolé  d  ordre  p  de  cette  même 
surface. 
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J.c  ^)o\M\ôiuc  (t(/joi/i/  Q  esl  (loue  tel  (jiu'  l'intégrale  ilouljle 

•'Q{,x,y,z)dxdr 


f  f 


/-: 


reste  finie  pour  toute  valeur  de  x  et  y. 

Dans  le  eas  où  la  surface  a  un  point  double  isolé  [p  ==  2),  la  surface 
précédente  Q  passe  par  ce  pouit  double;  car  les  surfaces 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o     et     A,  ~  o,     R,  =  o,     C,  =  o 

passent  parce  point  double.  La  surface  adjointe  d'oidre  (m  —  /\) 

Q(jr,  7,  :;)  =  o 

présente  donc,  dans  ce  cas,  une  particularité  cpii  n'appartient  pas  en 
général  aux  surfaces  adjointes,  car  celles  ci  ne  sont  pas  assujetties  à 
passer  parles  points  doubles  isolés. 

i.  Nous  allons  considérer  maintenant  quelcpies  exemples  parti- 
culiers. Les  surfaces  du  second  degré  étant  unicursales,  il  n'y  aura  évi- 
denuuent  parmi  elles  auciuie  surface  qui  possède  des  intégrales  de 
j)remiére  espèce.  La  même  remarque  s'applique  aux  surfaces  du  troi- 
sième degré  qui  sont  toutes  unicursales;  il  y  a  seulement  une  exception 
nom'  les  cônes  du  troisième  degré,  qui  ne  sont  pas  des  surfaces  uni- 
cursales et  qui  possèdent  une  intégrale  de  diflerentielle  totale  de  pre- 
mière espèce;  car  soit 

f{x,y,  z)  =  o 


l'équation  d'un  cône  du  troisième  degré  ayant  pour  sommet  l'origine, 

j(?  dy  —  y  dx 


lintégrale 


ï- 


sera  de  première  espèce. 

Passons  aux  surfaces  du  quatrième  degré.  Une  telle  surface  pourra 
posséder  une  intégrale  de  première  espèce,  mais  nous  allons  immédia- 
tement établir  quelle  ne  pourra  avoir  deux  intégrales  ^ui  ne  soient  pas 
fonctions  l'une  de  l'autre. 
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En  effet,  nous  aurions  ici,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (n"  5  de  ce 
(>hapitre), 

AB,-A,B-Q/;=  o, 

BC. -CB,-Q/;=o, 

cA,-Ac,-Q/;:-o. 

Q,  qui  est  en  général  d'ordre  {m  —  4).  sera  ici  une  constante;  ces 
relations  ne  sont,  en  général,  satisfaites  que  pour  les  points  de  la  sur- 
face y*;  mais,  dans  le  cas  actuel,  ce  seront  des  identités,  puisque  le 
piemier  membre  de  chacune  d'elles  est  un  polynôme  de  degré  inférieur 
à  quatre.  D'ailleurs  la  constante  Q  sera  différente  de  zéro,  puisque  les 
deux  intégrales  ne  sont  pas  fonctions  l'une  de  l'autre.  Nous  avons  donc 
l'identité 

A/;+B./;  +  c/:=o; 

par  suite,  on  a  cette  autre  identité 

dX        dB        dC  _ 
dx        dy         de 

Reportons-nous  maintenant  aux  conditions  mises  sous  forme  homo- 
gène, pour  que  la  surface  ait  une  intégrale  de  première  espèce  (n*'  8, 
jie  paptie^.  Q,^  a 

*  dx  -  dy  dz  '  dt 

et  0 .,  a  pour  expression 

f)A        ^B        dC 


r 

'  \dx    '     dy    '     dz 

on  aura  par  conséquent  5^=  o;  mais  Q,,,  est  un  quelconque  des  poly- 
nômes 5,  et  nous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  absurde  que 

Q^  =  Q^_=Q^=  Q,^  —  o. 

L'hypothèse  faite  qu'il  y  avait  deux  intégrales  de  première  espèce 
qui  n'étaient  pas  fonctions  l'une  de  l'autre  était  donc  inadmissible. 
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o.  Le  même  théorème  subsiste  pour  les  surliices  du  cinquième 
degré.  Soit  une  surface  qui  aurait  deux  intégrales  distinctes  de  pre- 
mière espèce;  on  aurait 

et  les  formes  des  A,  lî,  C  seront  ici 

A  =xf{x,y,  z)  -+-J.{x,y,z),  A,  r^  .r(p,(.r,  j,  z)  -+-  [..(.r.j,  z), 
B  =y(p{jr,y,z)-h^]{x,y,z),  B,  =--79,(^7,7,::)  +M,(a;,j,  s), 
C=  z(p{x,y,z)  -hN{x,y,z),     C,  =  z(p,{x,y,z)  -i-'N,{x,y,  z), 

les  ip  étant  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  et  les  L,  M,  ^' 
des  polynômes  du  même  degré 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  5,  on  aura  nécessairement 

i   AB, -RA,-Qy:'  +  v/(.r,j,z), 

(2)  BC.-CB,  =  Q/;+X/(a.,j,z), 
(  CA, -AC,  =  Q/  +  a/(^,j,2). 

Q  étant  ici  un  polynôme  du  premier  degré,  et  1,  [j.,  v  étant  trois  con- 
stantes. Des  trois  identités  précédentes,  on  conclut,  en  tenant  compte 
des  équations  (1), 

/  ,./^^         dB        àC\       ^  ^  „  ^ 

(3)  < 

Les  constantes  "X,  a,  v  sont  reliées  très  simplement  au  polynôme  Q. 
Supposons,  en  effet,  que  les  polynômes  «p  et  (p,  ne  soient  pas  identi- 
quement nuls  à  la  fois.  Soit  ©  =  o.  Dans  la  première  des  équa- 
tions (4),  l^s  termes  du  degré  le  plus  élevé  seront,  en  posant 

Qz=  Ix  -+-  iny  -^  nz  -h /?, 

d{Ix  +  my  -i-  nz)  (p  -h  [Ix  -+-  py  4-  vs); 
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on  en  conclnt  que 

.âQ  ^âQ  ^<)Q 

O.J-        '  à  y  0: 

La  même  conclusion  subsiste  si  ©  et  9,  sont  identiquement  luils. 
Considérons  en  effet,  dans  ce  cas,  les  relations  (2);  les  premiers 
membres  sont  du  quatrième  degré;  on  aura  donc,  en  désignant  par 
'l[x,y,  z)  les  termes  bomogènes  du  cinquième  degré  dans/, 

{Ix  -h  my  -h  nz)^'^  -h  Vf\i  =  o, 

[Ix  +  my  -\-  nz)  ^'^-+-  1^  =  o, 

[Ix  +  my  -^-  nz)<]^'^.-\-i}.']^  =  o\ 
d'où  l'on  déduit 

'^   _^   __'Vy ''l . 

V  X  [j.  Ix  -\-  m  Y  -±-  ne' 

donc 

5{lx  +  my  -h  Ai3)=— ("Xic-f-  [j.y  -h  v  ^  ) , 

et  la  conclusion  précédente  subsiste. 

Ceci  posé,  on  peut,  en  faisant  un  changement  d'axes,  supposer  que 
le  polynôme  du  premier  degré  Q  se  réduise  à  z',  les  équations  se  sim- 
plifieront. Ecrivons  les  équations  (  2) 

/   AB, -BA,  =z/;^-  5/(^7,  y,  ::), 

(4)  Bc, -CB,  =  v:;. 

(  CA,-Ac,  =  .-/;:, 

et  les  équations  (3)  deviennent 

âAi       <)B,        âC 


A      'A      ■     )     ;       5C,  =  o. 
O-r  or  àz  I 

« 

Nous  avons  j)our  A,  B,  C  et  A,,  B,,  C,  les  expressions  indiquées  plus 
haut. 
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Kn  los  iiilroduisanl,  los  doux  dcniuivs  ô(jiialions  dcvicMiiuMil 

(f.r  ov  ()z    I 

Si  donc  nous  posons 

où  l(\s  a  ot  />  sont  dos  polynôni(>s  en  j?  et  ;%  de  de^ré  niai(|ne  |)ai-  l'in- 
<liee,  on  aura 

<^t,  de  même,  en  posant 

M,=//,  z-  -h  b\z-^  b',, 
il  viendra 

I  /  <)a'.j^         âh'., 
dx  ô  V 


N.=K^  +  f)='-H^ 


et  soit  en  outre 

'0{x,y,  z)  =C,,Z-  4-   C^Z->^C.,, 
2J ,  {X,  y,z)=  c\^Z-  ^c\z  +  C'., , 

où  les  c  sont  des  poIviKHiies  homogènes  en  .r,  y,  z  de  degré  marqué  par 
l'indice. 

Ceci  j)osé,  la  première  des  équations  (4)  donne 

à  //\_  AB.-A,B 

Nous  allons  tirer  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  /j  à  un 
terme  près  de  l'a  forme  Cz'',  où  C  sera  une  constante,  car  elle  ne  peut 
être  une  fonction  de  x  et  y, /devant  être  un  polynôme  du  cinquième 
degré  en  x,  y  et  z. 


[ivti:grales  de  différentielles  totales  algébriques.       3ii 
yétant  ainsi  déterminé,  on  devra  avoir,  d'après  les  équations  (4\ 

f,        BC,-CB,        f,       GA,  — AC, 
./.,■  —  : '    Jy  — : 


G.  Ceci  j)osé,  la  surface,  étant  nécessairement  du  genre  un,  devra 
nécessairement  avoir  une  courbe  double  d'un  degré  au  moins  égal  à 
deux,  et  l'on  peut  évidemment  supposer  que  cette  courbe  double  est 
la  conique  représentée  par  les  équations 

^  =z  O,        iP-  -t- jy-  -h  I  =  O, 

car   on   se   rappelle    que   toute    ligne   multiple    appartient   à    la  sui- 
face  Q  =  o. 

D'ailleurs  les  surfaces 

A  =  o,     A,^o,     B  =  o,     B,  =  o 

doivent  passer  pour  cette  conique;  donc  les  polynômes 

c.,x  -^  a.,,  c.,y  +  b._,,  c',x  -t-  a,,  c.,y  -h  h., 

doivent  être  divisibles  par  x'-  H- J'  +  i .  Soit  donc 

c.^x+  «o  =  [ax  -h  ^){oc^  -hy-  -h  i), 
c.,y  +  b,=  [ay  -h  y){x-  -hf  -h  i), 
j  c'.,x-h  a.,  =  [oc' X -i- [^' )  [x'^  -+-y''  -^  0' 
I   e!,  r  4-^1=  («'j+7')(a7--hy-+ i), 

les  «,  |3,  Y  étant  des  constantes;  on  peut  en  tirer  «o,  b.,,  c,  et  a.,,  //,,  c.,. 
Dans  f[x,y,  z),  le  terme  indépendant  de  z  sera 


—  {[{c.,x  -h  a2){c'.,y  -h  h',)  —  {c.,y  -+-  b.){c.,x  -i-  à,)] 


ou 


Dp     pl> 

Cherchons,  d'autre  part,  le  terme  indépendant  de  z  dans  — ^—_ ' 


3l2 

(0  sera 


i:.    l'icviu). 


(c,  V  +  /,.)   c..  4-  ,^{^+  ^)    -  {c,,y  +  K  )  <■„  +:X-^  +  ^/) 
OU,  cil  ivmplaranl  los  a.^,  h.,,  c,  par  Unir  valeur  tirée  des  idenlités  (,')), 

\  (.r - -+-  r ■  -\-\)[x-{a'y  —  ay' )  +  !,  y- ( a' 7  —  ay' ) 


(7 


-i(a/B'-  «'|S):rv-H  5(p'7  -  7'r^)^+ Kv^'^' -  v'a)]- 


L'expression  (7)  doit   rtre  la  déiivét;  |)ar  rapporta  .r  de   l'expres- 
sion (G);  or  eela  n'est  possible  (pie  si 

a' 7  -  ay'  =  &fi'  -  a'/3  =  fi' 7  -  7/5  =  o; 

dans  ces  conditions,  l'expression  (G)  est  nulle,  et  il  en  résulte  cpie 
/[x,y,z)  serait  di\i>il)le  par  r;  la  surface  se  décomposerait,  ce  qui 
montre  Y  impossibilité  de  l'existence  de  deux  intégrales  distinctes  de  pre- 
mière espèce  pour  une  surface  du  cinquième  degré. 


TROISIEME  PARTIE. 

Nous  allons  nous  occuper,  dans  ce  Chapitre,  d'une  classe  j)articu- 
lière  de  surfaces;  supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
concpie  .r,  y,  z  de  la  surface 

(1)  /(.r,jr,  s)=o 

s'expriment  par  des  fonctions  uniformes  de  deux  paramètres  ut\v 

j;'  — Ffw.e),      y=F,(M,e),      z=.V.,[u,v), 

ces  fonctions  avant  (jiiatre /jf//Ve.y  de  jiériodes  simultanées.  Suj)posons 
de  plus  qu'à  un  point  quelconque  [x,y,  z)  de  la  surface  ne  corresponde 
qu'un  seul  système  de  valeurs  de  u  et  e,  abstraction  faite  de  multiples 
des  j:)ériodes;  dans  ce  cas,  la  surface  (1)  possédera  deux  intégrales  de 
première  espèce  et  deux  seulement.  On  le  démontre  immédiatement  de  la 
manière  suixante  : 
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Nous  avons 

/  àV  j  dV  j 

flx  =  -r-  (lu.   H — ^  dv, 
au  ai' 

dy  — -  -r—  du  H r-^  dv. 

ou  (JV 

Or  les  coefficients  de  du  et  ^/r  sont  des  fonctions  qnadriiplemenl  pé- 
riodiques de  ti  et(^;  elles  peuvent  donc  s'exprimer  rationnellement  en 
X,  y,  z,  dans  l'hypothèse  foite  qu'à  un  jioint  quelconque  (oc,  y,  z)  ne 
correspond  qu'un  seul  système  de  valeurs  {u,v);  en  résolvant  les  deux 
équations  j)récédentes  j)ar  rapport  à  du  et  dç,  nous  aurons  donc 

du  =z  P  f/x    -hQdv, 
dv  =  P,  dx  -^Ç)^dy, 

les  P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  {x,y\  z).  Les  deux  inté- 
grales 

fv  dx  +  Q  dy   et    Tp,  dx  -hQ.dy 

sont  évidemment  des  intégrales  de  différentielles  totales  algébriques, 
et  elles  sont  de  première  espèce,  puisqu'à  tout  point  {oc,  y,  z)  doivent 
nécessairement  correspondre  des  valeurs  finies  de  u  et  c.  Ces  deux  in- 
tégrales sont  distinctes  et  linéairement  indépendantes. 

En  second  lieu,  il  n'existe  pas  d'intégrale  de  première  espèce,  linéai- 
rement indépendante  des  deux  précédentes.  Soit,  en  effet,  comme  plus 
haut, 

'''^'•''Bdx  —  Ady 


f 


fi 


une  troisième  intégrale  de  première  espèce;  considérons  les  expres- 
sions 

r,  dx  dy  ,-,  ôx  ÔY 

a A  Y-  l>  ^ A  -r- 

au  Ou        ^      .  av  dv 

(p  =  jT- et      ù=  -, ; 

ces  expressions  devront  rester  finies  poiu'  toute  valeur  de  u  et  r,  sinon 
l'intégrale  précédente,  qui  peut  s'écrire  J^du  -t-  ^dv,  ne  resterait  pas 
toujours  finie.  Les  fonctions  quadruplement  périodiques  ©  et  û^,  res- 
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lant  toujours  finies,  se  rédiiisenl,  });ir  conséquent,  à  des  eoiistanles. 
Ou  peut  tlone  écrire 

— ^  =  «  dti  4-  [:>  d\\ 

a  et  /3  étant  deux  constantes,  ce  qui  démontre  le  tliéoréuie, 

2.  Parmi  les  surfaces  du  (juatrième  degré,  il  en  est  une  bien  remar- 
quable, dont  les  coordonnées  s'exj)rim(Mit  par  des  fonctions  uniformes 
quadruplement  périodi<pies  de  deu\  paranu'lres  :  c'est  la  surface  de 
Kummer;  mais  le  théorème  précédent  ne  peut  pas  lui  élre  appliqué, 
car,  si  nous  appelons  u  et  v  les  deux  paramètres,  à  un  point  quelconque 
de  la  surface  correspondent  deux  systèmes  distincts  de  valeurs  («,  c). 
l'our  vérifier  cette  assertion,  appuyons-nous  sur  un  élégant  théorème, 
démontré  par  M.  Daiboux  [Comptes  rendus,  •l'j  juin  1881).  M.  Darboux 
établit  que  l'on  j>eut  toujours  faire  correspondre  point  |)ar  point  une 
surface  de  Ivummer  à  une  surface  ayant  une  équation  de  la  forme 

(,)  z^=f{x,y), 

/étant  un  polvnome  du  sixième  degré  eiia:',  j,  et  la  courbe? 

se  composant  de  six  droites  tangentes  à  une  même  conique. 

On  peut  toujours,  par  une  transformation  préalable,  faire  en  sorte 
(pie  cette  conique  ait  j)oiu'  équation 

(R)  x^-y=o. 

Posons  maintenant 


X 

= 

,r, 

-t-  J", 

2 

y 

= 

Xt 

X,,. 

Pour  une  valeur  fixe  arbitraire  donnée  à  x^ ,  ces  deux  équations  dé- 
finissent une  droite  tangente  à  la  conique  (K).  Supposons  que  les  six 


INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  ALGÉBRIQUES.    3l5 

droites  données  par  l'équation  (2)  correspondent  à 

3C  ^  =  Q,  ^ ,  0,2^  ^iy  ^i»  ^5»  (^  G  ■ 

Soient  maintenant 

yt  =  {00.,  —  a,){x.,  —  ao). .  .{ocn  —  «o); 

le  produit  y'^y',,  qui  est  une  fonction  symétrique  de  x,  et  x.,,  est  un 
polynôme  du  sixième  degré  en  x  et  y;  il  s'annule  pour 

quel  que  soit  x.,,  il  ne  diffère  donc  du  polynôme  y(^,j)  que  par  un 
facteur  constant  que  l'on  peut  bien  supjjoser  être  l'unité. 
Par  suite,  nous  satisfaisons  à  l'équation  (i)  en  posant 

.r,  +  .r, 

X  —    j 

y  =  x,x.,, 
où 


Si  nous  considérons  maintenant  les  équations  abéliennes 


/'  dji\  r  '  d.r.2 

Jl  J  J'2 

r'  '  .r^  dx^  r'^  X.2  d, 

J  .>1  ~^J  .>'2 


t', 


ces  équations  nous  donnent  pour  x,  +  x.,,  x^x.^  etjK,  >^  des  fonctions 
abéliennes  de  u  et  t'.  Les  trois  coordonnées  a?,  y,  z  s'expriment  donc 
par  des  fonctions  abéliennes  de  deux  paramètres. 

Suppose-t-on  maintenant  donné  un  point  [x,y,z)  qiielcoiujuc  de  la 
surface,  on  aura  alors  un  système  de  valeurs  [x^,  x^)  et  le  produit  VjVo. 
On  aura  donc  pour  j,  et  jo  deux  systèmes  de  valeurs,  soit 

Jo  J2  et   -7,,    -J,; 
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on  \()it  qu'alors  à  im  point  [,v,y,z)  de  la  snrracc  roncspondc.nl  (leur 
systèmes  de  valeurs  {u,  ^')- 

5.  Revenons  maintenant  aux  surfaces  donl  les  coordoiuiées  s'expri- 
ment par  des  fonctions  uniformes  quadrnpl<Miicnt  j)ériodi(pi(>s  (hideux 
paramètres,  et  proj)osons-nous  la  (piestion  suivante  :  l'^lanl  donnée 
l'équalion  irréductible 

|)eut-on  exprimer  œ,  y,  z  par  des  fonctions  (juadru[)l<'nu'nt  jiériodi- 
ques  de  deux  paramètres,  avec  celte  condition  qu'à  u\\  point  (piel- 
conque  de  la  surface  ne  corresponde  qu'un  seul  svstème  de  valeui'sdes 
deux  paramètres? 

Nous  supposons,  conune  dans  le  premier  Cllia})ilre,  (jue  la  surface 
n'a  que  des  singularités  ordinaires  (n"  1,  Chap.  11);  nous  nous  bor- 
nons même,  pour  abréger,  au  cas  où  la  surface  n'aurait  que  des  points 
(loul)les  et  des  courbes  doubles;  d'ailleiu\s,  il  est  entendu  (|u'on  a 
(  onmiencé  j)ar  faire  sur  les  variables  la  substitution  liomograj)bique  la 
plus  générale. 

Il  devra  fout  d'abord  exister  deux  intégrales  de  première  espèce 
linéairement  indéj)en(lantes  et  deux  seulement  :  c'est  un  premier  point 
(pi On  aura  à  vérifier,  en  procédant  comme  il  a  été  indicpié  dans  le 
premier  Chapitre.  Supposons  donc  que  ces  dimx  intégrales  soient  ob- 
tenues, { t  désignons-les  par 

Yi  dx  —  A.dv      fBydx  —  A,  <•/)- 


r^dx  —  kdy    r 


fz 


Elles  doivent,  de  plus,  ne  pas  être  fonction  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire 
{|ue  BA,  —  AI>|  n'est  pas  identiquement  nul. 

Considérons  maintenant  les  équations  différentielles 

('  B  d.x  —  A  dv  , 

-     =  du, 


ï  B,  <7.r  —  P^\  dy  , 

( 77^=*' 

ces  équations  devront  donner  pour  x  et  j  des  fonctions  uniformes  de 
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u  eXv  :  c'est  ce  que  l'on  voit  aisément  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  liant, 
puisque,  dans  le  cas  où  x,  y,  z  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions 
quadruplement  périodiques  de  u  et  (^,  on  a  (n"^  1,  Part.  II) 

B  (/.v  —  Xdv  1         n   1 

j^ =  ce  du  -f-  ji  dv 

et  de  même 

B I  dx  —  A I  dy  ,  ^      , 

— — — '—^  =  rj  I  du  -\-  j'5,  dv, 

les  a  et  /3  étant  des  constantes.  Si  nous  remplaçons  donc  sca  H-  |i(^  et 
a,  t/  H-  jS,  (^  par  u  et  c,  nous  avons  le  système  des  équations  (i). 

Nous  devons  donc  chercher  si  ce  système  d'équations  aux  clif)éren- 
tielles  totales  admet  pour  intégrales  des  fonctions  uniformes  des  deux 
variables  indépendantes  u  et  v. 

Arrêtons-nous  d'abord  un  instant  sur  le  genre  de  la  surface  pro- 
posée 

f{x,y,z)  =o. 

Si  les  coordonnées  d'un  quelconque  de  ses  points  s'expriment  par 
des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  paramètres  et  de  la 
manière  indiquée,  le  genre  de  cette  surface  devra  être  égal  à  C unité.  On 
le  démontre  de  suite  en  remarquant  que  l'intégrale  double 

J  J  dud(' 
e^t  de  la  forme 

ff(î,[x,y,  z)  dx  dy, 

9  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,y,  z.  Il  y  a  donc  une  intégrale 
de  cette  forme,  qui  reste  finie  pour  toute  valeur  de  x  et  y;  on  sait, 
d'ailleurs,  que  cp  sera  nécessairement  de  la  forme 

ç(x,7,s)=- j, , 

Q  désignant  un  polynôme  d'ordre  m  —  4-  I^e  plus,  l'expression 

^^^'''''''\âu  dv         dv  du) 
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étant  iiiio  loiution  (juadriiplcnioiit  pciioclicjiK*  (jui  reslo  linio  pour  loulc 
valoiir  (le  u  o[  i-,  so  réduit  à  uuo  conslaule;  dosiguous  cette  constante 
|>;n*  <f.   Ixappelons  (Milin  que  la  surface" 

passe  par  la  eouihe  double  de  la  surface. 

i.   Cies  prélinunair(\s  posés,  repi'cnous  les  deux  équations 

Bdj-—  \dy 


=  du, 


Bi  flr  —  A,  dy  j 

■     =  r/i', 


7; 


.   ,.  ,  ,  ,  ,  ,     ().r    dv    <)r    àr       ,.       ,     . 

et  tu'onsde  ces  équations  les  \aleurs  de  ,    >  -,- >  --)  —>  alni  de  tonner 

'  ON       ()\'       (lll       t/t' 

d.v  dv         <)■>•  dy  ,  ..       .    , 

^i — ^ ,-  -i-:  on  obtient  de  suite 

(///   «)y  oy   Ou 

cil  dy        dx  dy  _  {fly 


dit  dy         dy   du  ~        BA,- AB, 
Si  nous  rapj)rochons  celte  expression  de  la  relation 


Q(-r,j,-)( 


dx  dy        dx  dy 

du  dy         dy  du 

Cl, 


f-: 

nous  avons 

relation  qui  ne  sera,  d'ailleurs,  une  identité  qu'en  vertu  de  l'équation 
(le  la  surface.  Nous  avons  vu,  d'autre  part  (n"  5,  Cliap.  II),  que 

,    .  BA,-AB,        BC,— CB,        CA,-AC,        ^, 

(2) j, ■  =  —^yn '  =  -^;. =T^(^,J%-j, 

R(a:,y,  z)  étant  un  polynôme  d'ordre  [m  —  4).  Des  relations  (i)et  (2), 
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on  conclut 

I 

a 


^[x,y,z)  =  -  -  Q{x,y,  z), 


et  cette  égalité  a  lieu  pour  toute  valeur  de  x,y  et  z. 

Des  trois  valeurs  que  l'on  peut  donner  à  R,  il  résulte  que  la  sur- 
face R  =  o  passe  par  les  points  doubles  isolés;  en  effet,  nous  avons  vu 

(Chap.  I,  n°  5)  que 

B      ^  A 

— ^  et  — 7 

/;    /-: 

tendent  vers  une  limite  finie  quand  [x,y,z)  se  rapproche  d'un  point 
double  isolé  {a,  b,  c),  du  moins  quand  ■- ne  tend  pas  versdeux  cer- 
taines valeurs  particulières.  On  a,  par  conséquent,  R(rt, />,  c)  —  o, 
puisque  A,  et  B,  s'annulent  pour  les  coordonnées  du  point  double. 

5.   Nous  avons  maintenant  à  étudier  les  deux  équations  aux  diffé- 
rentielles totales 


B,  djc  —  Aj  dy 

7z      " 


du, 
dv. 


et  à  chercher  à  quelles  conditions  elles  donneront  pour  .r  et  y  des  fonc- 
tions uniformes  de  u  et  v.  On  peut  écrire  les  deux  équations  précé- 
dentes sous  la  forme 

—  A 1  f/M  H-  A  dK> 


dx  =^ 

dy  = 


—  Bj  du  H-  B  dv 


En  tout  point  de  la  surface,  situé  à  distance  finie,  et  pour  lequel 
R(a;,  j,  z)  est  différent  de  zéro,  chacun  des  multiplicateurs  de  du  et  dv 
a  une  valeur  finie  parfaitement  déterminée. 

Nous  devons  chercher  les  valeurs  pour  lesquelles  les  fonctions  x  et 
V,  définies  par  les  deux  équations  aux  différentielles  totales  précé- 
dentes, pourraient  cesser  d'être  des  fonctions  uniformes  de  u  et  v.  On 
sait,  d'après  une  proposition  générale  due  à  M.  Bouquet  [Bulletin  des 
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Sciences  mathématiques ,  t.  111),  que  .r  ot  j  ne  cossoroiit  pus  d'èlre  des 
fonctions  lioloniorplios  do  z/.  et  r,  tant  que  les  eoei'fieients  de  du  et  ik 
seront  des  fonctions  liolomorphes  de  x  et  y. 

Les  points  connnuns  ;i  la  snrface  proposée  et  à  la  surface 

H(-^,.y.  -  '    -  <> 

joueront  un  rôle  important  dans  la  discussion  tpii  va  suivre,  j)uisque. 
pour  ces  jioints,  le  dénominateur  commun  de  dx  et  dy  s'annul(M'a. 
l/inlersection  de  ces  deux  surfaces  se  compos-ra  d'abord  des  cour])es 
doubles  de  la  surface  /,  et  il  pourra  y  avoir,  en  outie,  une  ou  plu- 
sieurs autres  courb(>s  (rinters<>cli{)n  ;  désignons  par  V  ces  courlx^s  com- 
plémentaires. 

Ne  considérons,  pour  le  moment,  cpuî  les  points  de  la  surlace  situés 
à  distance  finie,  et  prenons  d'abord  les  points  simples  en  dehors  des 
courbes  Y.  Si,  pour  un  pareil  point  (^,.v,  2),  on  n'a  pas  /.'=  o,  il  est 

clair  que 

A     A,     H     H, 
H  '    W'   \V    W 

seront  des  fonctions  bolomorphes  de  .v  et  y  dans  le  voisinage  de  ce 
point.  Il  n'en  est  plus  ainsi  siyi=  o,  mais  la  difficulté  n'est  qu'appa- 
rente.  Le  point  étant  simple,  f^.  et  /,  ne  seront  pas  nuls  simidtané- 
ment;  ^o\Xfj.y=^  o. 
Des  équations 

,  —  A,  du  -\-  \(l\'         j  —  B,  du  -\-  B  dv 


auxquelles  j'associe 
on  tire 


l\{.r,r,z)  -^  n{.r,v,z) 

/■',  dx  +  /,'  dy  +  yj  dz  —  n, 
—  B,  <-/«  -h  B  d^' 


dy  = 


R 


j           —  C I  du  -\-  C  dv 
dz  =  j^ , 

les  polynômes  C  et  C,  étant  ceux  qui  ont  été  considérés  (Chap.  1*", 

n"  2).  " 
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JL-  étant  ici  fonction  holomorphc  de  y  et  z,  puisque  /j.^:  o,  nous  con- 
cluons des  deux  dernières  <  quations  que  y  et  ^  sont  fonctions  liolo- 
morphes  de  u  et  i^,  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  a^,  d'après  l'équa- 
tion 

.1  X  J  X 

Donc,  tant  que  le  point  [x,y,z),  restant  à  distance  finie,  ne  vient  pas 
sur  la  surface 

R(ir,j,  s)  =  o, 

X  et  y  ne  cessent  pas  d'être  des  fonctions  holomorphes  de  u  et  ^. 

6.  Nous  n'aurons  encore  aucune  difficulté  quand  [x,y^z],  restant 
toujours  à  distance  finie,  s'approche  d'un  point  A  de  la  courbe  double, 
qui  n'appartient  pas  aux  courbes  complémentaires  F.  D'après  cette 
hypothèse,  la  surface  R  ne  sera  tangente  en  A  à  aucune  des  deux 
nappes  de  la  surface  passant  en  ce  point. 

Si  la  nappe  de  la  surface,  sur  laquelle  le  point  {x,y,  z)  s'approche 
de  A,  n'a  pas  son  plan  tangent  en  ce  point  parallèle  à  l'axe  des  z,  ce 
qu'on  peut  toujours  supposer  d'après  le  numéro  précédent,  les  coeffi- 
cients de  du  et  di>  seront  des  fonctions  holomorphes  de  x  et  y,  et,  par 
suite,  X  et  y  seront  des  fonctions  holomorphes  de  u  et  v  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  correspondantes  de  ces  variables. 

7.  Nous  avons  maintenant  à  considérer  le  cas  où  {-^'jy,  s)  s'appro- 
cherait d'une  courbe  complémentaire  r.  Soit  M  un  point  quelconque 
d'une  telle  courbe;  d'après  les  équations 

jn =  au, 

Bi  dx  —  Al  dy  ^  ^^^ 

on  voit  que  le  rapport  -j-,  ^st  indépendant  de  -^:  quand  {x,y,  r    s'ap- 
proche de  M,  car  on  a,  au  point  M, 

AB,  -  A,n  =  o. 


^.  >  l'.     IMCVIU» 


l)t>iu  It  s  Nil»  iii>  n„  «.,  (I<s  iiilfmali's  14  t'I  <■  <i>nrN|M»n«liuil  an  point  t 
no  (lomicnl  pas  pour  los  fonriions  .r  ri  >  un  puni  cmlinain»;  vfv\  n'  | 
nas  (l(>iit(Mi\.   pins<inr  .r  ri   >   wc  poiiinuil   IfUilif  >rrH  .r,  fl  V,,  <|n<  i 

1.1  linnU"  «lu  r.ip|)«)rl  "       "    «  mu-  \al«nr  «Iriri  ininn*. 

Si  (lt»ni    l<  s  t'(|iiali()ns  pmrilrnh's  S(»nl  sali>limr!»  par  «Irn  ioiiclio^ 
analvli(|in'S  unifornus  <!«•  u  «1  \ .  !«•  p<»inl    //„,  »,    sora  piinrn'sfoiKiii  > 
un  poini  «l'indclfiininaliou.  Mais,«pianil  M  m*  «It'plairra  Mirla(  onrix-  , 
le  sNsIciui'  i\r  valeurs  (m,,«'.    •»«'  p«ul  pas  Naricr  d'iliK'  inanuTi'  vv 
liiMic,  <  ar  uni  lunilicui  uiulornu'  tir  lU'iix  vanai>lrs  iiiilrprndantri»,  (p 
présent»'  pour  tonl  svslnn»' fini  «li*  \aliMir>  tirs  >arial)l(*H  l«'  rarnrtf 
(l'une  lonclion  rationncilr,  nr  p«Mil  pas  avoir  une  snile  i\v  points  d'i. 
ilctcrnunalion  sr  suivant  »l'uur  nKiiurre  «-(Hitiinii*.  Par  «  onsi  «pn-nt. 
et  ♦•  gardent  une  valeur  eonstante  (juand  { J*,,  r,,  S,)  se  dejdaee  sur 
eouii)»'  r.  Nous  avons  al(M*s,  pour  relie  eonrhe, 

IW/.j  —  A  #/v  i    M.      r.  (Al         V,#A    -r  o, 


cl.  |»ui><«|ue 

en  ni(  ine  tenlj)^  (pic 

on  en  ( ont  lui 
et  pareillement 


A  ,      -  H  ,     -t   C.  •,-  =  o, 
lit  lii  iti 

iH  j  fil    ,  ,if    , 

'Il  -  'Jl 

â;  ~  b; 


La  conrhe  1"  elanl  une  couri)e  d'inlerset  tir)ii  de  la  surlac  <•  proposée 
de  la  ^ur(ace 

15    i\y.z         ... 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  <  11  Ions  les  points  d»*  cette  <onrbe, 

d.f  dy  dz 

celte  relation  doit  être  vérifiée  en  tous  les  points  des  courbes  conij)l« 
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nientaires  d'intersection.  Ceci  posé,  considérons  une  de  ces  courbes  T; 
soit  {-To,y^,Zo)  un  point  simple  de  cette  courbe,  qui  soit  en  même 
temps  un  point  simple  de  la  surface,  et  soityi^  différent  de  zéro,  ce 
qu'il  est  bien  permis  de  supposer.  Nous  aurons 


.', =11  —  U^, 

''^'"B,  <j?j7  —  A.,  dv 


faisons  tendre  {^,y,  -)  vers  (xo,  j^.  ^o)-  O^  peut  écrire 
B  rU  —  A  dv 

"~7i     ~ 

=  [/3  +  V[x  —  .r„  y  —  Vo  )]  clx  +  [«  ^  Q(.r  -  .i\,y  —  y^  )]  dy, 
B|  du:  —  A,  dr 

=  lP<+  ^i{^-  ^o^y  -yo)]clûo-h  [a,4-Q,(,r-  Jo^.y  -y,)]  dy, 

les  P  et  Q  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  —  Xq  et  v— Vo»  ^l^i  ne  renferment  pas  de  terme  constant,  et. 
puisque 

B\,-AB,  =  o     pour     x^,  y^,   z^, 
on  aura 

|3a,  —  «p,  =  o. 

Nous  pourrons  enfin  écrire,  après  intégration, 

(    i^i-^  —  ^o)    +«(j--Jo)     +...=  «  —  ;/o, 

(  /3,(x  —  a^o) -f- a,(7  — jo)  •+•••=  ^  —  t'o- 

I.e  point  (^oîJo»-o)  étant  un  point  simple  de  la  courbe  F,  A,  B,  C  et 
A,,  B,,  C,  ne  s'annulent  pas  simultanément  en  ce  point;  car,  s'il  fn 
était  ainsi,  l'égalité 

ryr  ^        AB,-A,B 

R(^,r,  z)=  — Y- 


V.) 'l  i:.    iMCU'.  i>. 

montrorail  cjiio  (a\,,_Vo,  -o)  t'^l  »>"  \)onn  double  de  la  surlare  H,  cl,  pai- 
conséqueiil,  un  point  (loul)le  do  Y.  On  ]KMit  donc  su|)pos(>r  que  «,  f:l, 
a,  ol  /3,  ne  sont  pas  nuls  sitnullanrnicnl  ;  soit  [^^o. 

IU>\(Uous  aux  rcpiations  (1);  ollcs  inonlrcMit  (pic  le  iMp|)ort   ^^—'^■ 

tond  \ers  une  limite  iu(lé[)endanle  du  rapport  =-; — ^.- • 
l'osons 

r-  r„  ==/).,(/), 

>.  et  A,  étant  deux  lonelions  lioloniorplies  de  /,  dans  le  v()isinaji;c  de 
t^o;  elles  sont,  d'ailleurs,  nni(pienient  assujetties  à  satisfaire  la  re- 
lation 

/5,a(o)  -  /=.).,(o)  =  (). 

Substituons  ces  valeurs  de  u  et  i' dans  les  écpiations  (1).  On  aura 

j  jS  {u--  a"o)4-«  (r- Vo)  -^...==n.(0, 


'^<  ^a-  -  X,)  -h  «,(v  -.)'„)  4-...=  /7.,(0- 


Si  Ion  lait,  dans  ces  équations,  /  =  o,  on  a  deux  équations  qui  seront 
satisfaites  par  un  même  développement  de  x  —  x^  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  (\c  y  —  y^',  c'est  le  développement 
qui  donne  la  courbe  T  ou  plutôt  sa  piojeetion  sur  le  plan  des  xy,  ceci 
résulte  de  ce  que  u  et  v  gardent  les  valeurs  constantes  u^  et  < ,,,  quand 
{x,Y,  z)  se  déplace  sur  la  courbe  F. 

Cette  remarque  faite,  revenons  aux  équations  (IT).  Nous  tirerons  de 
la  première  x  —  x^  en  fonction  de  /  et  de  y  — j/^,  et  nous  substitue- 
rons cette  valeur  ôex  —  x^,  dans  la  seconde  équation.  La  relation  ainsi 
obtenue  devra  être  vérifiée  pour  /  ^  o,  quel  que  soit  y,  d'aj)rès  ce  qui 
\ient  d'être  dit;  tous  les  termes  contiendront  donc  t  en  facteur.  Ce 
facteur  enlevé,  il  restera  un  terme  du  premier  degré  en  j  —  Jo>  ^ït  nous 
aurons  ainsi  le  développement  de  y  — jo  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  /,  développement  qui  ne  contiendra  pas  de  terme  indépen- 
dant de  /.  Nous  avons  ainsi  x  —  x^  et  y  —  y^,  représenté  par  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  t.  Il  importe  de  s'as- 
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surer  s'il  y  a  bien,  comme  nous  venons  de  le  dire,  un  terme  du  pre- 
mier degré  en  y  —  Vo-  Nous  allons  établir  que,  si,  comme  il  a  été  su[)- 
posé,  le  point  (oco^y^^,  z^)  est  un  point  simple  de  la  courbe  T,  il  reste 
toujours  un  terme  du  premier  degré  dans  l'équation  précédente.  Pour 
le  démontrer,  substituons  aux  équations  (II)  les  deux  équations  sui- 
vantes 

^{oc  —  .r,,)  +  a{y  —  Vo)  +.  .  •=  tl(t), 

m{x  —  a?o)-+  in[x  —  x„'(y  —  Jo)  +/^(j —  .>'..)' ^-  •  • 
=  t[^,\{t)-^A,{t  J, 


ce  qui  revient  à  supposer  que  jS, 


o,  c'est-à-dire  que  les  surfaces 


B,  ^  o,     A  ,  --=  o 

passent  en  [xq^y^,  s^).  Or  nous  aurons  sans  peine  les  valeurs  de  m,  n 
et  p.  Le  développement  de  l'intégrale 


/: 


B,  d.K  —  A,  r/y 

7. 


montre  immédiatement  que  l'on  a,  à  un  facteur  près  fini  et  différent 
de  zéro, 


aB, 

0.r  Jo 


/:-(^U. 


«  =  (f)/-:-(t),/:- 

P  =  - 

mA~c^u] 

On  a,  d'ailU 

3urs, 

d.r 


/:-(^)/.: 


|3  =  B„,     a  =  -  Ao- 

Si,  dans  l'équation  finale,  le  terme  du  premier  degré  en  y  —  Jo  <^'is' 
paraît,  le  trinôme 

m{x  -d?o)'H-  2n{x  —  Xo){y  -  yo)  +/^(.r— /o)S 
qui  a  nécessairement  une  racine  commune  avec 

^{x  ~Xo)-h  «(j-Jo). 
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aura  ci'ttc  laciiu'  pour  rac  ino  doiihlo;  pai*  ("()nscN|U(Mil,  on  auia 

î)iOi  —  n^'j  -    o,      na  —  p^    -  «>, 
ce  (|ui  nous  donne 


-  H„ 


o. 


,„A/:-(t),/: 


o. 


que  nous  écriions  enfin 


d'où  l'on  eonelurail  (|ue  la  surface,  représentée  par  l'équation 

AB,  -  BA,  =  o, 

c'est-à-dire  la  surface  R  —  o.   est   tangente   en  (^otjo.^o)   ^   '••   '^m- 
face  jiroposée. 

8.  Supposons  maintenant  (juc  la  surface  R  soit  tangente  à  la  sur- 
face/en  un  point  simple  (-TqjJo'^o)  ^^^  cette  surface.  La  courbe  F 
aura  en  ce  point  un  point  double;  or  la  courbe  F  satisfait  aux  ér|ua- 

tions  différentielles 

fl.v         dv         (Iz 

X  ^  Ti^  ^  "C  ' 

ainsi  qu'aux  suivantes  : 

dx         dy dz 

Si  donc  les  six  quantités  A,  B,  C,  A,,  B,  et  C,  ne  s'annulent  pas  si- 
multanément en  (.Tq,  jo,  Zq),  on  aura,  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équa- 
tions, un  développement  qui  ne  donnera  qu'une  seule  branche  de 
courbe  passant  en  (xq,  jo?  ^o)-  La  conclusion  est  qu'on  a  en  (.To, .}'„,  z^) 


A  =B  =  C=  A,=:  B,  =  C 
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Ceci  posé,  les  deux  équations 


r''''''Bidjc-Aidy 

deviendront 

a  —  11^ , 


t^  —  v„ 


m,{x  -  Xo)--h  in,{x  -  x^){x  -j„)  ^ /;,  (  y  _  v^^)^  ^ 
et  l'on  aura  évidemment 


=z  t^   —  V 


m  n  p 

mi  ~  «,  ~  />i 


Nous  pouvons  faire  une  combinaison  de  ces  équations,  de  manière 
que  la  seconde  n'ait  pas  de  terme  du  second  degré  en  x  —  x^^  et  y  —  y^- 
Nous  pouvons  donc  supposer,  afin  de  ne  pas  multiplier  les  notations, 
que  cette  condition  est  précisément  remplie  dans  les  deux  équations 
précédentes,  c'est-à-dire  que 

m,  ^  /Zi  =  />,  =  o. 
Écrivons  donc 

m[x  —  x^)--^  2Ti{x  —  ^o)(7— ,>'o)  +yo(y  —  j)2+...r=M  —  Wo, 
(/.[x  —  XqY  -\-  3/3(07  —  XqY[y  —  y) 

-^'^^l{x  —  x,)[y  -  y,f-\-  ^[y-y^Y^..,=  ^  _(,;; 

puisque,  en  faisant  u  =  Uq,  v  =  ç^o,  les  deux  équations  en  x  ety  qu'on 
obtient  ainsi  seront  vérifiées  pour  les  deux  branches  de  la  courbe  F 
qui  passe  en  o-^,  y^,  il  est  clair  que  les  racines  du  polynôme 

m  -h  2nO  -hpO^ 

seront  racines  du  polvnôme 

a-+-3;'3$  +  37$2+  ^ô\ 
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î'ait-on  iiiiuntcnaiil.  dans  los  équations  précédentes, 

,/  -  u„  =  tn{t),     v-v,=  l'-k,{l), 

où  A  et  A,  sont  des  lonetions  lioloniorphes  de  t  dans  le  voisinage  de 
/  =  o,  et  d'ailleurs  quelconques.   A.  une  valeur  de  /  (>l,  jiar  suite,  de 
//  —  w„  et  r  —  e„  correspondent,  par  les  équations  précédent<\s,  (piatre 
svstènies  de  valeurs  de  .r  —  a"„  el  v  —  J„. 
On  voit  qu'alors  les  équations 


r 

■'  nch:  —  \dv 

/.: 

■    B,r/.r  —  \,rfy 

Il  —  «„, 


./y 


=:  e   —  (' 


ne  donnent  pas,  pour  une  suite  continue  de  valeurs  de  ii  et  e  dans  le 
voisinage  de  i/„  et  r„,  un  seul  sysiènie  de  valeurs  correspondantes  de 
.r  et  ) .  Il  est  donc  impossible  que  la  surface 


soit  tanaente  à  la  surface 


/{x,y,z)=  o 


en  un  j^oinf  simple  (^oO'o»  ^o)  tic  cette  dernière. 

î).  Nous  devons  maintenant  considérer  le  cas  où  (ce, y,  z)  tend  vers 
un  point  double  de  la  surface,  par  lequel  passe  une  courbe  F.  Suppo- 
sons d'abord  qu'une  courbe  F  rencontre  la  courbe  double  en  un  point 
(•^'o' Jo' ^0)5  •'  '^  y  i^'J''''^»  dans  ce  cas,  aucune  difficulté,  car  on  pourra 
raisonner,  comme  au  numéro  précédent,  en  considérant  simplement  la 
nappe  de  la  surface  passant  en  [x„,yQ,  z^)  sur  laquelle  se  trouve  la 
courbe  T. 

Lue  autre  circonstance  reste  à  examiner;  la  surface 

R{x\y,z)  =  o 
passe  par  les  points  doubles  isolés  de  la  surface.   Fa  courbe  complé- 
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mentaire  Y  aura  donc  un  point  double,  en  un  point  double  isolé 
(•^o'JKo'^o)  ^^^  ^^  surface  proposée  que  nous  allons  sup])oser  être  l'ori- 
gine. 

Nous  avons  vu  qu'en  un  pareil  point  l'intégrale  avait  une  valeur  par- 
faitement déterminée  (  i'®  Partie,  n°  5).  De  plus,  quand  la  limite  de  - 
est  finie  et  n'annule  pas  M  -i-  N  r-  j  {voir  le  numéro  cité),  ce  que  l'on 
peut  toujours  supposer,  les  termes  du  premier  ordre  dans  l'intégrale 


''^'"  B  dj^  —  A  dv 

'0,0,0  -'- 

se  réduisent  à 


c'^  —  c  y  —  X  P:: 


3P 

et  pareillement  pour  l'intégrale 


f 


■r,y,  z 


•''-B^d.v  —  X^dv 


les  termes  du  premier  degré  seront 

c\x  —  <:,_)■  —  X|  P- 


2P 

La  surface 

R(.r,  j,  z)  =  o 

aura  généralement  à  l'origine  un  point  simple,  et  la  courbe  Y  un  point 
double  dont  les  deux  tangentes  seront  distinctes.  Puisque  les  deux  in- 
tégrales u  et  V  gardent  sur  la  courbe  Y  les  valeurs  constantes  ?/„  et  v^, 
les  deux  expressions 

c  X  —  c  y  —\  P  s , 

C^:V  —  c,  V  —  \^Vz 

doivent  s'annuler  pour  l'une  et  l'autre  direction  correspondant  aux  tan- 
gentes cà  la  courbe  Y .  Les  plans,  obtenus  en  égalant  ces  expressions  à 


:«o 
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zéro,  coïncident  donc.  Ceci  posé,  revenons  aux  eqnalit)ns,  en  faisant 

"o  =  »'o  =  ^S 

c  .t  —  (■  )■  —  XPj 


c',  .r  —  c,y  —  X,  F. 


-^  M. 


t^ 


l.a  discussion  de  ces  deux  équations  pouna  être  faite  de  la  manière 
suivante.  On  remarque  d'abord  que  les  deux  intégrales  u  et  e  |)euvent 
être  écrites  sous  forme  de  série  procédant  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x,yet  s;  nous  j)ouvons  d'abord  sup|)oser  que  e  ne  contient 
j>as  de  teinie  du  premier  degré,  il  suffit,  pour  cela,  de  faire  une  com- 
l)inaison  linéaire  convenabliMles  deux  équations  précédentes.  Ecrivons 

donc 

c'  X  —  cy  —  XPz 

02(j?,,v,  z)  étant  un  polynôme  bomogène  du  second  degré  en  .r,  y  et  z. 
Posons 

1  et  }.,  étant  des  fonctions  bolomorpbes  quelconques  de  t  dans  le  voi- 
sinage de  /  =  o. 

De  la  première  équation  nous  pouvons  tirer  z  sous  forme  de  série 
procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  .x,  y  et  t;  substituons 
cette  valeur  de  z  dans  la  seconde  équation.  U  viendra 

(i)  V{x,y)-^tQ{x,y,t)  =  t'\At), 

P  étant  une  série  dont  les  premiers  termes  sont  tlu  second  degré  en  r 
et  y.  Nous  avons,  de  plus,  la  relation 

/{x,y,z)  =  o 
qui  devient,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  z, 

(2)  P,(a7,j)  +  /Q,(a:,7, 0  =  0, 
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P,  commençant,  comme  P,  par  des  termes  du  second  degré.  T/éqiiation 

P,(.r,j)  =  () 

donne  les  deux  branches  de  la  courbe  F  passant  par  l'origine,  et  il  en 
est  de  même  de 

P(x,7)  =  o. 

Par  suite,  P  et  P,  peuvent  être  supposés  identiques,  et  nous  avons,  à 
la  place  des  équations  (r)  et  (2), 

(3)  Q{œ,y,t)  -  Q,{ji',y,t)  =  tl,{t), 

(4)  P,(^»7)  H-^Q,(.:r,y,  0  =  0. 

L'équation  (3)  permeltra  de  développer  j  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  et  t,  et  l'on  substituera  ce  développement  dans  l'équa- 
tion (4).  Tl  arrivera,  par  conséquent,  que  l'équation  (4),  ainsi  trans- 
formée, commencera  par  des  termes  du  second  degré  en  r  et  t;  donc, 
en  général,  à  inie  valeur  de  t  correspondront  deux  valeurs  de  00.  Les 
deux  équations  ne  donnent  donc  pas  une  inversion  uniforme  :  c'est  du 
moins  ce  qui  aura  lieu  en  général,  et,  dans  chaque  cas  particulier,  on 
pourra  faire  la  discussion  complète  en  suivant  la  méthode  précédente. 

10.  Nous  avons  supposé,  dans  les  numéros  qui  précèdent,  que  le 
point  (^%y,  z)  restait  à  distance  finie.  Employons,  comme  au  n"  7  du 
Chapitre  P'',  les  coordonnées  homogènes  {x,y,  z,  t);  ces  quatre  coor- 
données ne  sont  pas  nulles  à  la  fois,  et  soit,  par  exemple,  le  point 
s'éloignant  à  l'infini,  de  telle  manière  que  .r  soit  différent  de  zéro.  Nous 
poserons  alors 

^=Y,     -=Z,     -=T. 

X  X  X 

Nous  avons  vu  (n"  7,  V^  Partie)  que  la  différentielle 

B  dx  —  A  dy 

prend  alors  la  forme 

N  ^Y  —  M  ^T 

yy(^Y,z,T)' 


Mj.  è.   picard. 

où  .M  (*l  IN  sont  (les  polMiùines  cm  \ ,  Z,   \\   Nous  aurons  donc  les  deux 

équations 

INrfY  — Mr/T          , 


N,r/V  — M,r/T 


=  ^r, 


entièrcnuMil  s(Mnl)lal)l('s  a  («'lies  que  nous  axons  disculcos  dans  \rs  nu- 
méros prccédcnls. 

Au  |M)int  à  l'infini  (juo  nous  avions  à  ronsidéror  avec  les  ancicinios 
variables  se  trouve  substitué  un  point  (Y,  Z,  T)  «  distance  finie,  et  l'on 
peut  laire  la  discussion,  connue  nous  l'avons  montré  plus  liant. 

Si  l'on  revient  aux  valeurs  dear,  y,  z,  dont  nous  nous  sonuues  servi 
a\ant  r(Mnploi  des  coordonnées  liomoiiènes,  on  aura 

1  _  Y  _  Z 

r  —    y  '       J'  j  '        -   —    j' 

N.  Résumons  maintenant  les  résultats  de  la  discussion  qui  vient 
d'être  faite  dans  les  numéros  piécédents  (du  n"  5  au  n"  10).  Nous  sup- 
poserons, d'après  ce  que  nous  avons  dit  (n"  1)),  ([ue  la  surface  n'a  pas 
de  jioints  doubles  isolés;  d'autre  part,  la  surface  adjointe 

d'ordre  [n  —  1)  coupe  d'abord  la  surface  suivant  les  courbes  doubles, 
et  soit  r  la  courbe  comi)lémentaire  d'intersection.  La  surface  R  ne 
sera  tangente  à  la  surface  donnée  /  en  aucun  point  de  la  courbe  F 
(n*'  8),  si  ce  n'est  bien  entendu  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  F 
et  de  la  courbe  double.  La  courbe  F  n'aura  pas  de  points  doubles. 
Nous  avons  considéré  (n**  7)  le  cas  où  [x\y,z)  s'approcbe  d'un  point 
(.r„,jo,  z„)  de  la  courbe  F;  en  désignant  par  m„  et  (^^  les  valeurs  cor- 
respondantes de  u  et  c,  nous  avons  vu  que  la  limite  X  du  rapport 


était  égale  à 
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qui  peut  aussi  s'écrire 

(le  plus,  œ  —  cc^  et  y  —  y^  sout  développables  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  t,  c{uand  on  a  posé 

Il  —  u^^  =  tl[t), 

avec  la  condition 

B,(^o' Jo»  -o)^(o)  -  B(a-o,  Vo-  -o)>m(o)  =o. 

Supposons  maintenant  que  (^,/,  2),  partant  de  (^c  Vq.  -0  ji  suive  la 
courbe  F,  les  valeurs  de  u  et  c  ne  changeront  pas;  admettons  qu'en  un 
autre  point  (x,,  y,,  s,)  on  ait 

,    \  B(.ri, 71,^1)    ^   B(a;o,  jo,  gp)  , 


les  équations 


Il  —  u. 


V  —  ( 


■.„,.„,.o  f-^ 


■H 


/-: 


seront  vérifiées  pour  u  =  u^^,  t' =  Cq  par  x  =  Xt^  yz=Y,.  Posons, 
comme  plus  haut, 

u  —  lla=  tl{t),      r  —  ç'o  =  /'A,(0 
avec  la  condition 

B,(a;,,  y,,  z-,  )-X(o)  —  B(^, ,  y,,  :;,  )X,  (o)  =  o; 

nous  pourrons  prendre,  par  suite,  à  cause  de  la  relation  (1),  pour),  et 
").,,  les  mêmes  fonctions  cjue  précédemment,  et  l'on  voit  alors  que,  pour 
une  même  valeur  de  i,  on  aura  à  la  fois  pour  .r  et  y  des  valeurs  voi- 

Jourii.  de  Math.  (4''  série),  tome  \.  —  Fasc.  III,  i885  4"^ 
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siiios(le(.r,,  j,)  ol  (K'S  valcuirs  tlo  l^r,,,  v„);  -r  ol  y  nv  soraicMil  pas  des 
fonctions  uniformes  ilo  //  vl  w  On  conclut  de  là  un  thcorcnu»  foit  impor- 
tant pour  l'ctudc  (pu  lions  occupe.  Les  deux  é(piations 

lî-{;.li,  =  o,      A-;7.A,  =  o, 

où  a  est  une  conslan'e  arbitraire,  ne  peuvent  être  véiMlié(\s  (pi(>  pour 
un  seul  point  dune  courbe  \\  bien  entendu,  en  debois  des  points  de  la 
courbe  double.   I.d  courbe  V  est  donc  unicursalc,  et  les  trois  écpiations 

B-al{,  -o, 
A  —  [j.  A ,  =  o , 

donnent  pour  .r,  y  et  z  des  fonctions  ralioiuiclles  de  7.. 

I. es  conditions  cpie  nous  venons  de  trouver  sont,  d'ailleurs,  suffi- 
santes. Considérons,  en  effet,  les  équations 


u  -  u^—  I 


B  d.jc  —  A  dy 


^  -  ^0  =  / 


B,  d.x  —  A,  dy 


nous  supposons  que  {x,y,z)  arrive  en  un  point  (.^o»Jo»2o)  de  la 
courbe  F,  u  et  e  tendant  vers  les  valeurs  //(,  et  e^.  Je  dis  que,  pour  tout 
système  de  valeiu's  [u,  e)  dans  le  voisinage  de  (Mq,  Cq),  va  correspondre, 
au  moyen  des  équations  précédentes,  un  point  parfaitement  déterminé 
(x,j,  s);  faisons,  en  effet,  partir  («,(')  de  («o'^'o)'  ^'^  indi([uons  la  loi 
de  ce  déplacement  par  les  fornndes 

u  —  U^  —  (^{t),       ç  —  V^=  tl^{l), 

où  1  etX,  sont  deux  fonctions  holomorplies,  d'ailleurs  arbitraires,  de 
t  dans  le  voisinage  de  ^  =  o. 

Soit  u.  la  valeur  du  quotient  -<-'——•,  à  cette  valeur  ne  correspondra 
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qu'un  point  (^,,  y, ,  z,)  sur  la  courbe  F,  et,  en  raisonnant  comme  plus 
haut,  on  voit  que  a:  —  ^|  et  y — y,  peuvent  être  développés  sui\ant 
les  puissances  de  t. 

12.   Nous  savons  donc  maintenant  reconnaître  si  les  équations  aux 

différentielles  totales 

B  (/jr  —  A  dy  , 

=  du. 


n 

Bi  dx  —  Âj  dy 

TV      " 


=  dv 


donnent  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  et  v. 

Ces  fonctions  seront  nécessairement  des  fonctions  quadruplement 
périodiques  de  u  et  c.  C'est  un  point  qu'il  est  bien  facile  d'établir;  tout 
d'abord  les  deux  intégrales 

" ■  '■  '*  B  dx  —  Kdy      r  '•' •  '' "  B 1  f/x  —  A ,  dy 


r'"^'Bdxj-kdy      /■•'•''- 
'•'(-vo,ro,--oi  •'-  •^{■'■u.jo,--» 


M 


n'auront  évidemment  pas  plus  de  quatre  paires  de  périodes,  puisque 
les  fonctions  x  ely  données  par  les  équations  aux  différentielles  totales 
correspondantes  sont  des  fonctions  uniformes.  D  autre  part,  le  nombre 
des  périodes  sera  effectivement  quatre;  c'est  ce  qui  lésulte  du  tliéo- 
rème  suivant  que  je  me  borne  à  énoncer  :  q  intégrales  abèliennes  dis- 
tinctes de  première  espèce  correspondant  à  une  courbe  de  genre  p[q^p) 
ne  peuvent  avoir  moins  de  iq  systèmes  de  périodes  simultanées. 

Un  cas  particulier  intéressant  et  simple  est  celui  où  la  courbe   l' 
n'existerait  pas;  dans  ce  cas,  la  courbe  double  de  la  surface  serait 

d'ordre ^5  et,  pour  tout  svstème  de  valeurs  de  u  et  v,  laissant 

Xy  y,  z  finis,  ces  fonctions  ont  une  valeur  parfaitement  déterminée. 
Toute  surface,  dont  les  coordonnées  s'expriment,  de  la  manière  in- 
diquée, par  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  para- 
mètres, donne  des  exemples  de  réduction  dans  le  nombre  des  périodes 
de  certaines  intégrales  abèliennes  correspondant  à  une  courbe  algé- 
brique. Considérons  une  section  plane  quelconque  de  la  surface 

/{x,y,z)  =  o. 
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Soit 

z  =  a.v  H-  hy  -+-  c 

r((jiia(i()ii  (lu  plan  sécant;  la  courlx* 

{C)  /{x,y,ax -h  hy -hc)  =  o 

|)ro,>ento  imo  parlirularitô  intéressante  an  point  de  vue  de  la  réduction 
du  nombre  des  périodes  des  intégrales  abélicMuies  correspondant(\s.  Si, 
en  effet,  dans  les  deux  intégrales 

li  f/.r  —  A  ffv      r  H,  dx  —  A,  dy 


rWd.r  —  K(tY      r 

.1 rl^\l 


/■: 

on  reni|>lace  r-  pai" 

ax  -h  h y  +  c, 

.r  et  V  étant  alors  liés  |)ar  la  relation  (C),  on  aura  deua-  intégrales  do 
première  csjièce  correspondant  à  la  courbe  (C),  ayant  seulemenl  (jualrc 
paires  de  périodes  simultanées. 

ir».  Quelles  sont  les  surfaces  de  moindre  degré  dont  les  coordonnées 
peuv<  nt  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  cpiadruplement  pério- 
diques de  (\v\\Ti.  paramètres,  et  de  telle  manière  qu'à  un  point  arbitraire 
de  la  surface  ne  corresponde,  abstraction  faite  de  niulliples  des  pé- 
riodes, qu'un  seul  système  de  valeurs  des  paramèircs? 

Nous  avons  vu  précédemment  (Cbap.  II,  n"*  4,  5,  G)  que  les  sur- 
faces du  quatrième  degré  et  les  surfaces  du  cinquième  degré  ne  pou- 
vaient avoir  deux  intégrales  distinctes  de  première  espèce.  Nous  pou- 
vons donc  en  conclure  le  théorème  suivant  : 

Il  n  existe  pas  de  surfaces  du  quatrième  et  du  cinquième  degré  dont 
les  coordonnées  s'expriment  delà  manière  indiquée  par  des  fonctions  qua- 
druplement  périodiques  de  deux  paramètres. 

C'est  parmi  les  surfaces  du  sixième  degré  que  l'on  rencontre  les  pre- 
mières surfaces  jouissant  de  cette  propriété.  En  voici  un  exemple  :  po- 
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sons 

P(w)  désignant  la  fonction  doublement  périodique  de  u,  liée  à  sa  dé- 
rivée V'{u)  par  la  relation 


et  Q(e)  une  fonction  doublement  périodique  de  e  définie  p.ur  la  rela- 
tion 


Les  équations  (i)  définissent  donc  la  surface  du  sixiènu^  degré 


(  2  )  S  =  \ax*  -h  bx-  -+-  ex  +  f/  H-  v^^V^  +  AX'  "•"  7.'^  "*"  ^^• 

A  un  point  arbitraire  (a?,  y,  s)  ne  correspond  qu'un  seul  système  de 
valeurs  de  tz  et  e.  Quelles  sont  les  singularités  de  la  surface  (2)?  Écri- 
vons son  équation  sous  forme  homogène 


zV-  =  \iax^  +  bx- 1  -h  cxi-  +  di^  -h  ya./'^  +  |3  y-^  -h  '(yi-  +  0 ^*. 

Elle  aiu'a  pour  courbe  double  la  cubique  définie  par  les  é(]uations 

z  =  o,     ax"^  -H-  bx-t  +  cxC-  -h  <//-^  =■  ay^  -h  i^  V^/  +  y^v^-  -h  ^z'', 

et  aussi  les  trois  droites 

t  =  o,     ax^  =  aj^. 

La  courbe  double  est  donc  du  sixième  degré,  se  tiécomposant  en 
une  cubique  plane  et  u^ois  droites. 


;Vi8  !•;.   i»ic\nn. 


QUATRIKIMI-:  PAinii-: 

I.   Nous  allons  considôror,  dans  ce  (.liaj)itr(\  los  ('(juatioiis  diffc  rcii  ■ 
liellcs  (le  la  lormc 

/    X  /-/      <)i'    Oii\ 

/  étant  un  polMiùnio.  On  sait  qu'il  existe  une  relation  algchriquo  entre 
wno  fonction  uniforme  qnadrnpienient  |)éii()(li(|ue  //(.^•,  v)  et  ses  deux 

(lei'ivees  partielles  ,-  et    ,- •  H  v  aura  donc  des  éciuations  aux  déiMvées 
'  or       ()y  ' 

partielles  de  la  forme  (i),  aux(|uelles  on  |)()ui"ra  satisfaire  en   pi'enant 

pour  //  une  fonetion  luiiforme  qua'irnpiemeni  périodi(|uo  de  .r  et  v;  je 

nie  propose  de  traiter  la  (jtieslion  inverse,  c'est-à-dire  de  reconnaître 

si  l'on  jienl  satisfaire  à  une  écpiation  donnée 

y./        ()(/     ()u\ 

en  prenant  pour  u  une  fonction  uniforme  (piadruplement  périodique 
de  ,r  et  y.  On  voit  que  c'est  l'extension  au  cas  tic  doux  variables,  d'un 
des  ])roblèmes  trailés  par  MM.  Briot  et  Boutpiet  dans  leur  mémorable 
Mémoire  sur  l'intégration  par  les  fonctions  elliptitpies,  j)robléme  dont 
rol)jet  était  de  reconnaître  si  l'équation 


du\ 
-)  =  o 


pouvait  être  satisfaite  par  une  fonetion  doublement  périodique  de:;. 

Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  suivant  qui  est  fon- 
damental pour  ce  qui  va  suivre  : 

Il  étant  une/onction  uniforme  quadruplement  périodique  dex  et  y,  soit 

fiu,  e,  (^)  =  o 
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la  relation  algébrique  existant  entre  u  et  ses  dérivées  partielles  v  ^=  '—-  oA 
w  =^  -y,-  A  un  point  arritraire  de  la  surface  précédente  ne  correspond 

qu\}^  SEUL  système  de  valeurs  de  x  et  y,  abstraction  faite,  bien  entendu, 
de  multiples  des  périodes. 

Considérons,  pour  les  deux  variables  indépendantes  de  x  et  y,  le 
domaine  que,  suivant  l'expression  de  M.  Rronecker,  on  peut  appeler 
le  prismatoïde  des  périodes;  supposons  qu'à  un  point  quelconque 
[u,  e,  w)  de  la  surface/ correspondent  m  systèmes  de  valeurs  de  x  et  v 

(.r,,y,),    {x.,,y^) (^„„7,J, 

considérons  les  deux  sommes  x^  +  ^r^  H- . . .  H-  x,„  et  y,  H-  y,  -h ...  +  y,„  ; 
comme  pour  chaque  point  [u,  e,  (v)  ces  expressions  n'ont  qu'une  va- 
leur, abstraction  faite  de  multiples  de  périodes,  ce  sont  des  intégrales 
de  différentielles  totales  de  première  espèce.  Supposons  d'abord 
qu'elles  se  réduisent  à  des  constantes.  Désignons  |  ar 

un  second  système  de  valeurs,  respectivement  voisines  des  premières, 
|)our  lesquelles  on  aura 

et  de  même  pour  v  et  iv.  Nous  avons,  d'ailleurs,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  supposer, 

(  .r, -f-. 372-1-...+ ^,,,  =  ^',4-^', +  ...  +  <,, 

Or  on  a,  à  un  infiniment  petit  près  par  rapport  à ^',  —  .r,  et  y\  —  v,, 

/    /       /  N  f  \        f    '  \  àii         I    ,  X  Oit 

u{x,,y,)  -  uix,,y,)  --=  [x^  -  x,)^-  +  {y^  - y,)jy^, 


du 

Ou 

(ht 
~  d'f„ 

du 

_    <^"    _ 

Ou 

)  |0  i:.    iMC.vui). 

ot  do  mémo 


,^  Ou     ,  '^"       »  I  '  1 

Or  (•  "  T-  t?l  <T'  =  ^r-  ont  les  inetnos  valeurs  on 
O.f  Or 

(.'r,,_y,),  {or., y.,),   ...,  [or„,,y„,). 
On  a  dont' 


3 


Des  égalités  préeédentes  on  conclut 

,    .  ^  Ou         I    ,  .Ou        ,    ,  X   Ou         ,    ,  .    Ou 

.    -  X    Ou         ,    ,  >    Ou 

=  (^,«  -  ^m)  -J—    +  (  J,„  -  y,n  )  ;v—  • 

D'ailleurs,  en  vertu  des  relations  (2)  et  (3),  la  somme  de  toutes  ces 
expressions  est  nulle;  nous  pouvons  donc  écrire 

/  <  X      Ou  ,         ,  ^       Ou 

et,  comme  a?',  —  a:,  cty',  —  j,  sont  dans  un  rapport  arbitraire,  on  aurait 

Ou  Ou  

et  ces  deux  relations  ne  sont  évidemment  pas  vérifiées  pour  un  point 
arbitraire  (x,,r,).  Par  suite,  à  un  point  quelconque  de  la  surface 

J[u,v,  w)  =  o 
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ne  correspond  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  {oc, y),  absiraction  faite 
des  multiples  des  périodes. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  deux  sommes 

a?,  H-  ^2  + ...  -h  x„^  et  r.  +  72  +  •  ■  •  H-Jm 

étaient  constantes,  abstraction  faite  de  multiples  de  périodes.  Exami- 
nons les  autres  circonstances  qui  pourraient  se  présenter. 

Nous  avons  dit  que  les  deux  sommes  précédentes  étaient  nécessai- 
rement des  intégrales  de  différentielles  totales  de  première  espèce;  ces 
deux  intégrales  ne  peuvent  être  distinctes.  Soient,  en  effet, 

r  "    Vdu-hQdv  et    f  '  '   P,  du  -t-  Q,  dv, 

où  P  et  Q  sont  rationnelles  en  u,  i^,  w,  ces  deux  sommes.  En  rempla- 
çant II,  i^,  w  par  leur  valeur  en  x  et  j,  chacune  des  intégrales  précé- 
dentes devient  une  fonction  linéaire  de  x  et  j',  soient 

ax -h /3j -+- Y  et  a,x -t- ]3,  j -t- 7,  ■ 

Si  l'on  n'avait  pas  a|3,  —  a,|3  =  o,  on  pourrait  prendre 

(XX  -{-  jSjK  et  a,.r  H-  p,y 

comme  nouvelles  variables  à  la  place  de  x  et  r,  et  l'on  voit  alors  qu'à 
im  système  de  valeurs  u,  v,  w  ne  correspondrait  qu'un  seul  système  de 
valeurs  de  x  et  y. 

Des  deux  intégrales,  l'une  est  donc  une  fonction  entière  et  du  pre- 
mier degré  de  l'autre,  soit 

ft  -^y-2  -+-...  +  /«=  A(a?,  -f-  .r.,  +  ...  +  X,,,)  -+-  B, 

A  et  B  étant  des  constantes. 

Prenons  alors  y  —  A.x  et  x  comme  variables  dans  a  et  v,  et  dési- 
gnons y—  A.X  par  j,  pour  ne  pas  multiplier  les  notations.  Dans  ce 
cas,  la  somme 

J<+7'..  +  - -.  +  /,« 
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est  constante,  la  SDinino 

■X I  — f—  d?3  -t—  •  .  .  ~r~  OC iif 

pouvant  être  variablo.  D;ins  celte  hypothèse,  cette  somme  représen- 
tera, comme  nous  l'avons  dit,  une  intégrale  de  première  espèce  et 
pourra,  par  suite,  se  mettre  sous  la  forme 

«07  H-  /3j-h  7; 

«  ne  sera  j^as  nul,  sinon  il  n'v  aurait  contre  rhy[)Otlièse  cpi'une  valeur 
pour  V  correspondant  à  un  point  [a,  c,  i\').  Prenons  donc 

ax  -h  fjy  +  7 

pour  variable,  en  la  désij;iiant  j)ar  x\  de  cette  manière,  à  ini  point 
quelconque  (//,  e,  iv)  correspondent  m  systèmes 

(x,,  j,),   (a?,,j,),    ...,   {x,,Y,n), 

.r  avant  la  même  valeur  tlans  chacun  de  ces  systèmes,  et  la  somme 

V,  H- V, -h...+  y,„ 
étant  constante. 

Répétons  î\lors  le  mode  de  raisonnement  dont  nous  nous  sommes 
servi  plus  haut;  nous  aurons 

/    ,  .  âa         ,    ,  s  du  ,    ,  .du 

et,  par  suite, 

y\  -  7.  =  y-,  -y2  =  '--=y,n-  ym^ 

•  1         1  ,      du      du  du      ,     ^ 

SI  la  valeur  commune  de  -r—  >  -r— ?  ■  •  -i  -^ —  n  est  pas  zéro,   ce  qui  aura 

dfi    dVi  dy,n  '  ^ 

lieu  évidemment  pour  un  système  arbitraire  {x^,  y^). 

Mais  la  somme  y,  H- jo  +  •    •  -+-  Jw  reste  constante,  et  l'on  arrive,  par 
suite,  au  résultat  absurde 

y.  =7*'   72=72'    •■•'   ym=ym' 
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2.   Il  résulte  immédialement  du  théorème  précédent  que,  si  l'on  peut 

satisfaire  à  l'équation 

à/'      du 
ÔJO  '    ô  Y 


fiu,   ^-,   —  I  =  o. 


en  prenant  pour  ii  une  fonction  uniforme  quadruplement  périodique 
de  X  et  y,  la  surface 

/(«,  (^  w)  =  o 

rentrera  dans  la  classe  des  surfaces  dont   nous  avons  fait  l'étude  au 
Chapitre  précédent. 

On  aura  tlonc  tout  d'abord  à  rechercher  si  l'on  peut  exprimer  u, 
V,  w  par  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  para- 
métres X  et  r.  La  surface  devra  admettre  deux  intégrales  de  première 

espèce 

r  B  dn  —  A  dv        rBidu  —  A,  ^/r 

J   ""^^  '    J  A 


On  doit  pouvoir  trouver  deux  combinaisons  linéaires  indéj)en- 
dantes  de  ces  intégrales,  telles  que  les  deux  équations  aux  différen- 
tielles totales 

I  {IB  -+-  niBi)  du  —  (  /A  +  m  A,  )  dv  , 


I    yiD-t-'fiL'i)'-'-!-'-  — 

1  % 


(l) 

i  («B  -+- pBi)  du  —  («A  -f/jA,)  dv  , 

l  Jw 

donnent  pour  u,  ^,  w  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  x 

et  de  y,  et  telles  que 

du  du 

ax  ay 

Cherchons  à  quelles  conditions  on  pourra  déterminer  les  quatre  con- 
stantes (/,  m,  n,  p),  de  façon  c[u'il  en  soit  ainsi;    nous  n'aurons  qu'à 

calculer  ^  et  -r^  à  l'aide    des  équations  précédentes.    On  trouve  de 

a.v       dy  ^  ' 

suite,  en  se  rappelant  que  BA,  —  AB,  est  divisible  par  /^,  et  posant, 

comme  plus  haut, 

BA,-  AB,  =/;.Q(m,  (^,  M^), 

du  _  «A  H-/) Al  du Ik  4-/»Ai 

dx  ~~  {lp  —  mn)i^{u,  V,  w)'      dj-  ~  ~  {Ip  —  rnn)  Q{u.  i,  w 
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Nous  devrons  donc  avoir 

/A  -h/;/  A,  =  —  (//;  -^  /fin)  Q{(i,  c,  »»•)♦ 

el  ces  relations  devant  avoir  lieu,  pour  tout  point  de  la  surface,  seront 
des  identités,  puisque  les  degrés  des  polynômes  rpii   y  (igurent  sont 
moindres  que  le  degré  de  la  siu'faee. 
Nous  pouvons  doue  enfui  écrire 

A  =  —  Q(m,  V,  w){m{'  H- /Ml'), 
A,=      Q{u,  v,  a'){h    -hnw). 

Ainsi  les  polynômes  A  et  A,  doivent  être  divisibles  par  Q(«,  e,  w), 
et  les  quotients  sont  liomogènes  et  linéaires  eu  v  et  w.  Lorsque  ces 
conditions  seront  remplies,  on  aura,  par  la  division  mémo  de  A  et  A, 
par  Q,  les  quatre  constantes  /,  m,  n,  p  et  les  équations  aux  différen- 
tielles totales  (i)  qui  doivent  donner  a  en  fonction  de  x  et  y  seront 
complètement  déterminées. 

5.  Les  considérations  |)récédcntes  nous  donnent  un(î  solution  du 
proi)lème  proposé,  mais  elles  exigent  la  recherche  préalable  des  inté- 
grales de  différentielles  totales  relatives  à  la  surface 

(i)  f[u,v,w)  =  o. 

On  peut  résoudre  autrement  le  problème,  sans  passer  par  cette  re- 
cherche préalable  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  première 
espèce,  ou  du  moins  déduire  ces  intégrales  de  l'équation  proposée  et 
d'une  seconde  équation  qui  se  forme  immédiatement  à  l'aide  d'un  po- 
lynôme adjoint  Q. 

Désignons  connue  plus  haut  (n"  5,  Chap.  III)  par  Q(w,  v,  w)  le  po- 
lynôme adjoint  d'ordre  [m —  4);  ce  polynôme  sera  déterminé  à  un 
facteur  prés,  puisque  la  surface/^doit  être  nécessairement  du  genre  un. 
SoitQ  un  pol\  nôme  parfaitement  déterminé. 
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On  aura  (voir  loc.  cit.) 


„  ,  .  f  du  dv         du  dv  \ 


fi,{u,v,w)  ' 


a  étant  une  constante,  et  cette  équation  pourra  s'écrire 


^  ,  xf  au     d-u  du  d^u\ 


De  l'équation  (i),  nous  tirons  d'autre  part 

(3)  fu^^Â-j:^.+Â-^:^  =  o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  permettent  d'exprimer  -^  et  -p -j-  en  fonc- 
tion de  M,  V,  iv. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations 

,  du   j  du   j  j  d-u   j  d- u     j 

du=^dx^-^dy,     d,=  -^,da:  +  j^dy, 

nous  allons  en  tirer 

dx  =  M  du-h'^   dv, 

dy  =M,  </w4-N,  dv, 

les  M  et  les  N  étant  des  fonctions  rationnelles  de  u,  v,  (v.  On  trouve 
ainsi 

•'    •'^., TT^i^  du  —  o  w  dv , 

»7„  H-  w  A., 


dx-    '^^-^"-^ 


«/'^ 


6?x  et  </)'  devront  être  des  différentielles  totales  de  première  espèce.  On 
devra  donc  pouvoir  choisir  la  constante  a  de  telle  sorte  que 
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puisse  so  mettre  sous  la  forme  d'un    polyuôme  entier  en  u,  r,  w,  en 
tenant  eompte  toutefois  de  la  relation 

/■(//,  e,  H')  =  o. 

Il  en  sera  de  même  |)our  l'expression 


(^>) 


«;/■.'  -t-  *'"/u. 


(pn.  pour  la  même  \aleur  de  a,  devia  être  égale  à  un  polynôtne.  On 
aura  inunêdiatement  la  NalcMU' d(W/ (pii  pouri'ait  remj)Iir  les  conditions 
précédentes,  en  pnMiant  un  système  (m,  e,  n)  satisfaisant  aux  deux 
ê(piations 

^/'  -+-  "'/.'  =  O'    /( "'  ^.  "•)  =  <^ 

et  pour  lecpiel  /,,  soit  différent  de  zéro.  L'équation 

donneia  la  valeur  de  a,  et  il  restera  sim|)lement  à  vérifier  si  les  deux 
expressions  (4)  <'t  (5)  sont  susceptibles  de  la  forme  indicpiée.  S'il  en 
est  ainsi,  on  n'aura  plus  qu'à  vérifier  si  dxet  dy  sont  des  différentielles 
totales  de  première  espèce,  et  l'étude  s'achèvera  comme  au  numéro 
précédent. 
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Application  géométrique  cViui  théorème  de  Jaeobi  ; 
Par  m.  g.  HUMBERT. 


Le  théorème  dont  il   s'agit,  et  dont  nous  empruntons  l'énoncé  à 
Clebsch  et  Gordan  [Ahelsche  Fanctionen,  p.  [\\),  est  le  suivant  (^  )  : 

f  et  V  étant  deux  fonctions  homogènes,  de  degrés  m  et  n,  en  x,  y,  z, 
soient 

X  =  A/+BF  =o, 

Y  =  C/+  DF  =  o 

les  équations  obtenues  en  éliminant  successivement  y  et  x  entre  les  équa- 
tions f^^  o,  F  =  o;  a  le  coefficient  commun  de  la  plus  haute  puissance  de 
jc,  [x"'"),  dans  X  et  de  y'""  dans  Y; 

A  =  AD  — BC; 

soit  enfin  U  une  fonction  entière  quelconque  de  degré  m  -\-  n  —  2  en  x, 
y,  z\  Ao  e/  Uo  les  valeurs  de  A  et  U  pour  z  =  o  ;  on  a 


.  V  ^'  __(-i)"'" 


An  Un 


djc  dy       ôjc  dy  ^ 


{^ )  Jacobi,  T/ieoremaia  nova  algebraica  {Journal  de  Crelle,  l.  14). 
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Dans  cotte  lormulo,  la  ^  s'otoiul  aux  mn  j)c)iiits  coimmms  aux  doux 
courl)esy=  o  et  F  =  o;  dans  le  second  monibro,  l'expression 

L(-^-/)""'J..-.- 

désiirno    lo   coefficient    du    terme   en    —   dans    le   développonioiil  do 

— - — —  suivant  les  puissances  croissantes  de  -  et  -• 
Nous  ferons,  au  sujet  do  la  fornudo  (i),  les  remarques  suivantes. 
Soient,  d'après  les  notations  de  Clebscb, 

/=  x^  -I-  a:,  y  -h  x.,y-  -h . . .  -h  .r„  j", 

F  =  Xo  4-  X  ,7  +  x.y  4- . . .  -f-  X,„/". 
On  a  (Clebscii  et  Gordan,  loc.  cit.,  p   4<^>) 


X  = 


^0  ^i  ^2 

O         Xq        Xi 

o        o      .ro 


Xo     X,      X, 

o      Xo     X, 


A  = 


J 


I       ^,      x^ 

,1 


o      x^ 


o      X,      X, 

o      Xo      X, 


o  .r,  x.^ 

o  X^^  Xf 

0  o  Xo 

1  X,  Xj 

/  Xo  X, 


et,  en  posant 


/=Jo  -i-y,x  -i-y._x^  +,..-^-y„x", 
F  =  Yo  +  Y,  a;  +  Y^x""  + .  . .  4-  Y,„^-'", 


on  a  des  expressions  analogues  pour  Y,  C  et  D. 

Soient  enfin^^  et  Fq  les  valeurs  de  /"et  F  pour  z  =  o;  on  a 

/o  =  «oj"  +  «./'"'  -^  4- ...  4-  a,^x", 
Fo  =  h^y"  4-  ^>,/"-'  ^  + .    .  4-  b,„x"' 


et 
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«0       <^i        Cl^ 


^49 


o      a,,     a, 


K      ^,      b, 
o       b^,     b. 


Cela  posé,  remarquons  que,  dans  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (i),  figure  Ao,  c'est-à-dire  la  valeur  de  AD  —  BC  pour  z  =  o. 

Faisons  z  =  o  dans  l'expression  de  A;  ^o,  ^r,,  .  ..,  X^,  X,,  ..  .,  qui 
sont  des  fonctions  de  x  et  de  z  seuls,  se  réduiront  à  leurs  termes  de 
degré  le  plus  élevé  en  x,  c'est-à-dire  à  leurs  termes  en  x",  x"~\  . . ., 
x"\  x"'~* ,  ...  respectivement,  et,  par  conséquent,  la  valeur  Aq  de  A 
j)our  z  =  o  ne  dépend  que  des  termes  du  degré  le  plus  élevé  en  ^  et  j 
dans^ef  dans  F.  Il  en  est  de  même  pour  Bq,  Cq,  Do  et,  par  suite,  pour 
Ao  ;  on  peut  donc  dire  que  Ao  ne  dépend  que  des  coefficients  de^o  et 
deFo. 

Il  en  est  de  même  de  a,  d'après  l'expression  même  de  cette  con- 
stante, donnée  plus  haut,  et  par  suite  : 

La  valeur  de  l' expression 


U, 


4j  (àldj^  _d¥_d¥^ 
'~^  \dx  dy       dx  dy ) i 

ne  dépend  que  des  termes  du  degré  le  plus  élevé  en  x  et  y  dans  les  trois 
fonctions  f,  F,  U,  de  degrés  respectifs  n,  m,  m  -h  n  —  i. 

Ce  résultat  peut  s'interpréter  géométriquement  dans  un  cas  parti- 
culier. 

Faisons,  en  effet,  s  =  i  et  supposons  les  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

Soit  w  ua  point  commun  auxcourbesy"=  o,  F  =  o;  nous  appellerons 
angle  des  deux  tangentes  aux  deux  courbes  au  point  m  l'angle  aigu  de 
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res  droites,  que  nous  a(ït  < iiMons  d'un  sij^no  .Mdoi»  l;i  ronvoiUion  sui- 
\i\nlc  : 

Faisons  tourner  auloiir  du  point  /;/  la  lanj^cnlc  a  la  courbe  /  o,  (i(^ 
manière  à  la  faire  eoïncider  avee  la  tangente  à  la  eoiulii^  1'  =  o  vu 
décrivant  l'anj^Ie  aigu  (jue  font  les  detix  droites;  si  le  s(mis  de  cette  ro- 
tation est  le  sens  trigoiioniétri(|ue,  l'angle  aura  le  signe  ^-,  sinon  il 
aura  le  signe  —  . 

D'après  celte  convention,  on  aura,  pour  la  tangcnl(>  de  cet  angle. 


langY  = 


-dV 

àj 

dx 

dx. 

dV 

'^ 

àf 

dv 

ày 

àj 

àV 

()x 

ôx 

i  4- 

¥ 

aF 

ày 

ày 

ou 

df_  J F  d£  ()F 

^  ()x  dx  dy  dy 

^^^^  ~  W~àP  àV^' 

()x  dy  ôx  ()y 

I.e  numérateur  de  cotV  est  de  degré  m  -h  n  —  u;  on  peut  donc  faire 
dans  la  formule  (  i) 

dx  dx  dy  dy 
et  l'on  aura 

(-1)'""  I     AoUo 


[2J  ^colV,=  l-^[ 


(^j)'«« 


La  formule  de  Jacohi  pernicl  donc  de  calculer  la  somme  des  cotan génies 
des  mn  angles  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques  quelconques, 
ces  angles  étant  définis,  comme  on  l'a  fait  j)lus  haut. 

T.e  second  membre  de  {9.)  ne  dépend  que  des  termes  du  degré  le 
plus  élevé  en  x  el  y  dans  /,  F  et  U,  c'est-à-dire  dans  y  et  dans  F;  en 
d'autres  termes,  il  ne  dépend  que  des  directions  asymptotiques  des 
deux  courbesy'=  o  et  F  =  o;  d'où  cette  proposition  : 

Théorème  \.  —  La  somme  des  colangentes  des  angles  d'intersection 
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de  deux  courbes  algébriques  est  égale  à  la  somme  analogue  pour  deux 
courbes  quelconques,  respectivement  asymptotiques  aux  premières. 
En  particulier  : 

('oROLLAinr..  —  La  somme  des  cotangentes  des  angles  d'intersection 
de  deux  courbes  algébriques  est  égale  à  la  somme  des  cotangentes  des 
angles  sous  lesquels  les  asymptotes  de  l'une  coupent  les  asymptotes  de 
l'autre. 

On  peut  faire  de  ces  principes  cpielque.s  applications  intéressantes. 

i"  La  courbe  Y  ^^  o  est  une  droite.  —  La  somme  des  cotangentes  des 
angles  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  courbe  algébrique  reste  fixe 
quand  la  droite  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

dette  proposition  revient  au  théorème  bien  coiuiu  sur  les  diamètres; 
prenons,  en  effet,  la  direction  des  sécantes  pour  celle  de  Ox  et  consi- 
dérons deux  sécantes  situées  à  la  distance  dy  l'une  de  l'autre.  On  a, 
en  chaque  jioint  d'intersection  de  l'une  d'elles  et  de  la  courbey=  o, 

dy  ==  d/d?/tangV,  ; 

d'où 

_-         dxj 

^°'^'=  ni- 

La  relation  IcotV,  =  const.  donne  ainsi 

2  dxi  =  A  dy, 
d'où 

j"i  -h  j:-, -H.  .  .H-  J-„  j 

^ -— =ay^b-, 

en  d'autres  termes,  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  com- 
muns à  une  sécante  et  à  une  courbe  algébrique  décrit  une  droite  quand 
la  sécante  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  :  c'est  le  théorème  de 
Newton. 

'^"  La  courbe  Y  =  o  est  un  cercle.  —  Les  asymptotes  du  cercle  sont 
parallèles  aux  droites/  —  ix,  y  =—  ix;  elles  font,  avec  la  droite 


1  = 


=  mx. 
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dos  angles  Vol  A".  t(>ls  que 


COt  V     =  ;    =  /, 

m  —  / 


,        I  -  w/ 

COtV     =    :    =  —  /. 

///   -h-  l 


]^a   somme  de    ces   eotaiigentes  (^sl    nulle,   (jiiel  que  soil  ni,   saui 

pour  w  =  rt/,  une  descotangentes  se  présenlaiit  alors  sous  la  forme  -• 

H  en  résulte  que  la  somme  des  eolangentes  des  angles  sous  lesquc^ls 
les  asymptotes  ilu  cercle  coupent  les  asymptotes  d'une  courbe  (juel- 
conque  est  nulle,  à  moins  que  ce\Xv  courbe  ne  passe  pai'  un  des  |)()ints 
circulaires  à  l'infuii;  et,  par  suite,  d'après  le  corollaire*  du  tliéo- 
rème  I  : 

Thkorèmi;  11.  —  Un  cercle  coupe,  sous  des  angles  dont  les  (otan- 
gentes  ont  une  somme  nulle,  foule  courbe  algébrique  ne  j)assanl  par 
aucun  des  points  circulaires  à  l'i/i/ini  du  plan. 

Ainsi,  étant  donnés  sur  un  cercle  -m  points  appartenant  à  une 
courbe  algébrique  d'ordre  n,  on  ne  |)eut  se  donner  arbitrairement  les 
tangentes  en  ces  points  à  la  courbe  algébrique,  quel  (jue  soit  le  degré 
de  celle-ci  :  une  des  m  tangentes  est  déterminée  j)ar  les  j.n—  i 
autres. 

('e  théorème  tlonne  lieu  à  quelques  développements  intéressants. 
Soient 

p  le  rayon  du  cercle  considéré  ; 

5,,  0-2,  .. .  les  angles  (pic  font  Ojr,  les  2/i  rayons  allant  du  centre  de  ce 

cercle  aux  2n  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  courbe  y  =  o  ; 
y,,  Vo,  ...  les  angles  d'intersection  du  cercle  et  de  la  courbe; 
0 -T- dp  le  rayon  d'un  cercle  concentrique  au   premier  et  infiniment 

voisin  ; 
dOf,  dOi,  ...  les  variations  des  angles  0^,  ^a»  •••>  quand  on  passe  du 

cercle  p  au  cercle  p  -^  dp. 

On  a  évidemment 

cotV,=  p^  {i=  1,2,...,  -m). 
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La  relation 

IcotV,=  o 
donne  ainsi 

ou 

5,  +^2 -+-•••+  ^«  =  const., 

ce  qu'on  peut  énoncer  géométriquement. 

Soient/?  points  situés  sur  un  cercle;  0^,  ô^,  ...,  Ôp  étant  les  angles 
([ue  font  avec  une  droite  fixe  les  rayons  qui  joignent  le  centre  du  cercle 
à  ces  points,  appelons  centres  des  moyennes  distances  circulaires  des 
/?  points  \es  p  points  du  cercle  qui  correspondent  aux /gravons  faisant 
avec  la  droite  fixe  des  angles  0  donnés  par  la  formule 

0,  +  0.,4-..  .  +  0„  ,  T.        , 

Q=~ '-  -h  2/1-     [/i  =  o,  \,  ...,p  -  \\ 

La  relation  5, -h  $2  "+"•••  =  const.  montre  que  les  centres  des 
moyennes  distances  circulaires  des  'in  points  communs  à  une  courbe 
algébrique  et  à  une  série  de  cercles  concentriques  décrivent  n  tiroites 
(ou  in  rayons). 

Je  dis  que  les  directions  de  ces  n  droites  ne  dépendent  que  de  celles 
des  asymptotes  de  la  courbe  considérée,  et  sont  indépendantes  de  la 
j)Osition  du  centre  commun  des  cercles  sécants. 

Remarquons,  en  effet,  que  si  le  rayon  du  cercle  sécant  augmente 
indéfiniment,  son  centre  restant  fixe,  ses  |)oints  d'intersection  avec  la 
courbe  s'éloignent  à  l'infini,  et  à  la  limite  les  in  rayons  qui  joignent 
ces  points  au  centre  du  cercle  coïncident  avec  les  n  droites,  formant 
m  rayons,  menées  par  le  centre  parallèlement  aux  asymptotes  de  la 
courbe.  Soient  5, ,  ô.,,  . .  .,^'n  les  angles  que  font  ces  droites  avec  O.r; 
on  a 

On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Théorème  ITI.  —  Les  centres  des  moyennes  distances  circidaires  des 
points  communs  à  une  courbe  algébrique  d' ordre  n,  ne  passant  par  aucun 
des  points  cycliques  du  plan  et  à  un  cercle  décrivent  n  droites  quand  le 
rayon  du  cercle  varie,  son  centre  restant  fixe. 
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(V^  Ti  dioitcs  concourent  au  centre  commun  des  cercles  sécants;  leurs 
directions  sont  indépendantes  de  la  position  de  ce  point  et  ne  dépendent 
que  des  directions  des  asymptotes  de  la  courbe  considérée. 

(.os  proposiliolisoorrespoiitItMit  à  (H'IIosdc  Newton  sm-  les  diamèlres, 
<|ii;m(l  on  consiilèir  des  eereles  coneenli'i(|ues  au  lien  des  dr()it(\s  pa- 
lallèles. 

On  peut  doinu  r  au  llieoicnie  préeédent  une  autr(»  foi-nie. 

Appelons  aies  d  orientation  de  p  rayons  eonconranls,  et  faisant 
avec  Or  des  angles  5,,  ...,  5^,  les />  rayons  eoncourant  au  même  point, 
et  faisant  avec  Ox  des  angles  0,  tels  que 

0,-1-0., -h.  .  .4-  0,,    ,        l"^      Il  \ 

e  = -^ : '-  + -in-     (A(  =  o,  I /?— I). 

p  p  ^      ' 

Les  axes  d'orientation  des  m  rayons  (/ni joignent  un  point  quelconque 
aux  points  d  interjection  d'un  cercle,  ayant  ce  point  pour  centrée,  et  d' une 
courbe  algébrique,  sont  parallèles  aux  axes  d'orientation  des  n  droites, 
formant  in  rayons,  menées  par  un  point  du  plan  parallèlement  aux 
asymptotes  de  la  courbe  considérée. 

On  suppose  toujours  que  celte  courbe  ne  passe  par  aucun  des})oints 
circulaires  à  l'infini. 

Ainsi  pour  que  -m  points  donnés  sur  un  premier  cercle,  et  in  points 
situés  sur  un  second,  soient  sur  une  courbe  algébrique  indécomposable 
d'ordre  w,  il  est  nécessaire  (mais  non  suffisant)  que  les  axes  d'orien- 
tati(m  des  m  rayons  joignant  le  centre  de  chaque  cercle  aux  in  [)oints 
donnés  sur  ce  cercle  forment  deux  faisceaux  de  rayons  parallèles 
entre  eux  :  cette  condition  détermine  un  des  [\n  points  en  fonction  des 
\n  —  I  autres. 

De  même,  on  ne  peut  pas  se  donner  arbitrairement  les  m  points  où 
un  cercle  est  traversé  par  une  courbe  d'ordre  /z,  et  les  directions 
asvmptotiques  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  les  n  points  où  elle  coupe 
la  droite  de  l'infini  :  un  des  3/i  points  dont  il  s'agit  est  déterminé  par 
les  3/î  —  I  autres,  en  vertu  de  la  proposition  précédente. 

On  peut  déduire  du  théorème  11  une  formule  simple  relative  aux 
rayons  de  courbure  d'une  courbe  algébrique  en  m  points  situés  sur 
un  cercle. 
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On  a  en  effet,  en  coordonnées  polaires,  ponr  l'expression  du  rayon 
<le  courbure  en  nu  |)oiiU, 


--^1^'^^ 


Si  5,,  0.,,  ...,  0-2,1  sont  les  angles  que  font  avec  l'axe  polaire  les 
rayons  vecteurs  des  2n  points  de  la  conrbe  situés  sur  un  cercle  ayant 
son  centre  au  pôle  et  de  rayon  o,  on  a 

dOi  désignant  la  variation  de  Oi  quand  on  passe  du  cercle  p  au  cercle 
0  -H  dp\  et,  par  suite, 


Or  on  a 


r^^e 


fd'-z 


do'  \  dO' 


X 


dp 


et,  d'après  l'expression  de  R,  en  posant  -^  =  p'. 


on  a,  de  plu*^. 


'   dT  P  P  up  ■*    '  ' 


cotV 


(VoiiTon  conclut,  en  vertu  de  (A),  la  relation 

^   /col^V,-        2  cotVA  _  V'^         I 


OU,  puisque 
il  reste 


2  cotV/=  o, 

->  cot'V.^  \  p — ^r' 

dation  qui  lie  les  angles  sous  lesquels  une  conrbe  est  coupée  par  un 
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(  erclo  (le  ravoii  p,  et  les  rayons  de  eoiirhme  aux  points  (rintersoetion. 
V*  La  courbe  F  =  o,  de  degré  im.  a  m  points  communs  mec  la 
droite  de  /' infini  en  chacun  des  deux  points  cycliques  du  plan.  —  Les 
termes  du  plus  haut  degré  dans  F  sont  alors  (.r--h  y*)'",  et  les  asym- 
ptotes de  la  courbe  F  —  o  sont  parallèles  deux  à  deux  aux  droites 
Y  =  ix,  V  ^^  —  ix  :  la  démonstration  du  tliéorème  II  subsiste  évidem- 
ment, et  par  suite  : 

TniiouKMr  W.  —  Une  courbe  algébrique  de  degré  j. m,  ayant  ni  potnts 
communs  a\cc  la  droite  de  l'infini  en  chacun  des  points  cycliques  du  plan, 
coupe  une  courbe  algébrique,  ne  passant  par  aucun  de  ces  points,  sous 
des  angles  dont  les  cotansre/ites  ont  une  somme  nulle. 

4"  Application  aux  coniques.  —  Considérons  deux  (oniques;  les  axes 
de  coordonnées  étant  parallèles  aux  axes  de  l'une  d'elles,  on  aura,  pour 
leurs  équations, 

o  =  Aj?-  -h  Cj-  -h..  ., 

o  —  A' j:^^^ -h  2  B'or^- -h  C'j'^ -h  .  .  . . 

La  somme  des  cotangentes  des  angles  V/  sous  lesquels  elles  se  cou- 
pent est  égale  à  la  somme  correspondante  j)our  leurs  asymptotes, 
somme  (jue  ion  calcule  sans  difficulté.  On  trouve  ainsi 


t 


,   .y  _4(A-C)B\AC'  +  CA^) 


Cette  somme  sera  nulle  dans  trois  cas  : 

1°  Si  A  =  C,  c'est-à-dire  si  l'une  des  coniques  est  un  cercle,  ce  que 
nous  savons  déjà; 

2"  Si  B'r^o,  c'est-à-dire  si  les  deux  coniques  ont  leurs  axes  paral- 
lèles, condition  qui  comprend  la  précédente; 

3**  Si  AC'-h  CA'=  o,  c'est-à-dire  si  les  parallèles  menées  par  l'ori- 
gine aux  asymptotes  des  deux  coniques  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. 
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Actions  clcctrodyiicuniques  renfermant  des  fonctions  (irbltraires 
Iiypotlièses  qui  déterininent  ces  fonctions  (  '  )  ; 

Pau  31.   Paul  LE  CORDIEB, 

Docteur  es  Sciences  roathénialiques, 
Charge  du  Cours  de  Mécanique  à  l'École  des  Sciences  d'Algei'. 


Introduction. 

Dans  deux  Mémoires  antérieurs,  les  ixcùons,  pondéro/nolrices  \e?>  plus 
générales  qu'on  puisse  observer  ont  été  déduites  de  l'expérience 
seule  et  ramenées  à  l'action  d'un  cour.mt  fermé  sur  un  élément  de 
courant,  à  l'aide  des  hypothèses  les  plus  incontestables;  les  neuf 
actions  mutuelles  entre  les  courants,  les  aimants  et  le  magnétisme  ter- 
restre, dont  six  seulement  sont  observables,  étant  désignées  collecti- 
vement sous  le  nom  à' actions pondèromotrices,  qui  en  exprime  l'iden- 
tité démontrée  dans  les  deux  iMémoires  précédents,  préféra blement  au 
nom  d'actions  électrodjnamiqiies,  qui  explique  cette  identité  par  1  hv- 
pothèse  des  courants  moléculaires  d'Ampère. 

Il  s'agit  maintenant  de  calculer  l'action  d'un  élément  de  courant  sur 
un  autre.  La  solution,  affranchie  de  toute  hypothèse,  renferme  des 
fonctions  arbitraires.  On  pourrait  même  se  demander  si  l'action  d'un 
courant  non  fermé,  qui  n'a  jamais  été  observée,  est  autre  chose  qu'une 
fiction  :  car  on  ne  sait  pas  si  un  courant  électrique  peut  exister  sans 
être  fermé.  Mais  elle  est  réelle  d'après  l'hypothèse  des  actions  directes 
à   distance,  qui  ramène  tout  à  des  actions  mutuelles   de  points,   et 

(')  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  9.  juillet  i883. 

Joiirn.  de  Math.  (4'  série),  tome  I.  —  Fasc.  IV,  iSSj.  'I'^* 
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d'après  (  ollo  d'un  milicni  rontinu,  (iiii  proïKigo  los  forces  apparentes 
à  distance  avec  une  vitesse  nécessairement  finie  :  les  actions  envoyées 
simultanément  par  les  différents  éléments  d'un  courant  fermé  doivent 
ainsi  arriver  successivenuMit  à  un  élément  linéaire  d'un  autre  courant  : 
on  n'a  pas  encore  conçu  d'Iiypothése  permellanl  de  les  regarder  comme 
fictives. 

C'est  pourquoi  elles  sont  traitées  comme  réelles  dans  ce  Mémoire,  qui 
énonce  les  solutions  déterminées  d'Ampère  et  de  M.  Reynard,  j^uis  la 
solulion  générale  renfermant  des  fondions  arbitraires,  (pie  ]M.  Maurice 
Lévy  a  donnée  dans  son  cours  du  Collège  de  France.  L'hypothèse 
d'Ampère  et  celle  de  M.  Reynard  déterminent  complètement  ces  fonc- 
lions,  en  sorte  que  les  deux  solutions  respectives  sont  seules  compa- 
tibles avec  les  hypothèses  de  leurs  auteurs. 

Un  courant  ferme  pe/Tnanent  à  trois  dimensions  étant  d(  fini  celui  dont 
r électricité  ne  traverse  pas  la  surface,  on  a  vu,  dans  le  premier  Mémoire, 
que  son  action  sur  im  élément  de  courant  extérieur  s'exprime  par  un 
|)otentiel.  Mais  la  forme  de  ce  potentiel  n'y  a  pas  été  doiuiée.  Elle  he 
déduit  immédiatement  d'une  hypothèse  que  des  expériences  assez  nom- 
breuses ont  vérifiée  pour  le  cas  de  deux  dimensions  :  cette  hypothèse 
consiste  à  admettre  (\nun  courant  permanent,  à  plusieurs  dimensions, 
est  dccomposahle  en  éléments  de  courants  linéaires;  eu  sorte  que  rien  n'y 
serait  changé,  si  une  surface  quelconque  du  rhéophore,  ayant  pour  gé- 
nératrices des  lignes  du  courant,  devenait  isolante. 

Dans  les  deux  Mémoires  précédents,  l'élément  de  courant  qui  reçoit 
l'action  a  été  supposé  extérieur  au  courant  agissant.  Cette  lacune  est 
comblée,  dans  le  Mémoire  actuel,  au  moyen  de  l'hypothèse  suivante  : 
les  actions  électrodynamiques  qui  s'exercent  à  des  distances  insensibles, 
suivent  toutes  les  lois  observées  à  des  distances  sensibles. 

Mais  ces  deux  hvpothèses  ont  besoin  de  vérifications  expérimen- 
tales :  deux  vérifications  possibles,  mais  qui  n'ont  pas  été  faites,  sont 
indiquées.  La  première,  qui  ne  paraît  pas  facilement  réalisable,  est 
l'action  d'un  courant  fermé,  fixe  et  permanent,  parcourant  un  liquide, 
hur  un  solénoïde  fixe  et  fermé,  plongé  dans  ce  liquide.  Le  fil  solé- 
noïdal  est  supposé  recouvert  d'une  couche  isolante,  dont  le  diamètre  ex- 
térieur est  assez  petit  pour  que  la  présence  du  corps  immergé  ne  change 
pas  sensiblement  les  lignes  du  courant  à   trois  dimensions.  Soit  [x  la 
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masse  qu'aurait  le  j)ôle  positif  du  solénoïde,  s'il  n'était  pas  fermé  : 
l'action  qui  en  sollicite  l'axe  est  la  même  que  si  cet  axe  était  parcouru 
par  un  courant  linéaire  idéal,  d'intensité /jt^jx,  et  si  les  lignes  du  courant 
à  trois  dimensions  devenaient  les  lignes  de  force  d'un  champ  magné- 
tique fictif,  ayant  pour  force  directrice  l'intensité  cubique  du  courant. 
Une  seconde  vérification  expérimentale  seia  indiquée  dans  un  Mé- 
moire sur  l'induction.  On  admet  qu'un  courant  permanent,  parcourant 
un  fil  homogène,  passe  uniformément  dans  une  section  droite.  Il  en 
résulte  que  les  lignes  de  force,  dans  cette  section,  sont  des  circonfé- 
rences concentriques;  et  que  la  force,  constante  sur  chaque  ligne,  varie 
de  l'une  à  l'autre  proportionnellement  à  leurs  rayons.  Cette  force  inter- 
vient dans  le  calcul  du  coefficient  de  self-induction  d'un  fil  fermé  sur 
lui-même;  et,  comme  on  sait  mesurer  expérimentalement  ce  coefficient, 
on  en  déduit  un  nouveau  moyen  de  vérifier  les  hypothèses  déjà  si  bien 
vérifiées. 


§  XIII.  —   Action  d'un  élément  de  courant  sur  un  autre. 

Solutions  déterminées,  mais  hypothétiques,  d'Ampère  et  de  M.  Reynard. 

251  (').  Au  lieu  des  deux  principes  d'Ampère  21  et  24,  on  peut 
en  invoquer  un  seul,  qui  en  a  été  déduit,  et  qui  réciproquement  les 
renferme,  quand  on  réduit  le  système  agissant  à  un  courant  linéaire 
fermé,  et  quand  on  admet  le  principe  25,  c'est-à-dire  quand  on 
traite  l'action  d'un  courant  linéaire  fermé  sur  un  élément  de  courant 
extérieur  comme  réductible  à  une  force  unique,  appliquée  à  cet  élé- 
ment, ou,  en  d'autres  termes,  quand  on  regarde  comme  nul  le  couple 
qu'il  faut  adjoindre  à  cette  force,  pour  représenter  une  action  quel- 
conque, appliquée  à  un  corps  rigide.  On  a  vu  que  l'action  mutuelle  de 
deux  courants  linéaires  fermés  S  et  G',  d'intensités  constantes  I  et  I', 
dont  les  arcs  s  et  s  ,  faisant  partie  de  leurs  longueurs  totales  S  et  S',  se 
terminent  aux  points  {x,y,  z)  et  [x' , y' ,  z'),  sépares  par  la  distance  î\ 

(')  Les  numéros  de  ce  Mémoire  font  suite  à  ceux  du  premier  (3"^  série,  lome  X 
de  ce  Journal  p.  43-96),  et  du  deuxième  (p.  ii3-i40  et  ^Si-SaS). 


est  i»'nrt''MMil('r  nir  I  i-mr^ii' (  km)"^ 

,.    i''    ,    /'"  I  /  thv  ô.r'        t)y  t)y'    ,    «>c  (h'\   ., 
5-1      W-.  -  =  -1      /      (h         -(    ,       rr  -h    ;     -r       f-     ,     -jrWA'. 

•    Il  «    0 

Collf  lonnulf,  IrtniMc  |>;ii  \m|U'iv,  a  vie  voiilirt*  awc  Ix-aiitoiip  de 
soin  par  Wi-brr.  pour  If  ras  où  1rs  »I«MI\  li^ms  S  ri  S  s«)nl  lii^idcs.  Il 
tii  ii'siillc  (pi'on  pciil  iiivoipHT,  (  ommc  im  (les  piiiu'iprs  «'xpi'rimcii- 
(aii\  l(  ^  niuii\  ctahlis,  rciioiui'  suin  ml.  r\prmi('  par  l'cipiatiiui  {\^'-\). 

li.Vi.  Ircizicmc  principe  cxpèrinwnlnl.  —  L«'  tra\ail  miIih'I  ('iriiini- 
l.iirc  r/r  tli's  atiioiiN  iniihirllis  de  (iciix  coiiraiils  liiiraircs  fixfs,  irrmrs, 
pcrm.iuciils  et  rigides  C  et  C',  <'sl  t'jîal  «i  «I»'  sii;iM'  «(Milraiir  à  la  varia- 
tion de  l:l  loiulion  (^^l) 

(^72)  </€=-</W. 

Des  (  iiuj  j)i  iiK  ijx's  de  11  pam'  lo  (oinc  \  d»*  la  S*  .série),  1rs  d«'ii\ 
Mii\an(s  sculcinciit  doiM-iit  (tic  adjoints  .1  I  rnonce  *2tV2. 

'jrîrî.    Quatorzième  principe.  —   Les  arlmns  nuitiiellrs  d«'  deux  <!<• 
nicnts  de  courants  lincairrs,  lixcs  rt  pciinancnts,  \tlsv\  V  (ls\  sont  pro- 
portionnelles au  produit  \'(ls\(ls\  rllrs  \\v  dcprndrnl  d'ailleurs  (|ur 
de  la  distance  r  (pii  les  sépare,  et  des  trois  an^N's  «pic  (ont  entre  elh's 
les  directions  r,  ds,  ds' . 

*2.")i.  l/aclion  d'iui  (oinanl  Iniciirr  C'Ilxc,  (crnu*  «i  perman(;nt,  sur 
un  élément  de  courant  linéaire  extérieur  fixe  1  ds,  se  réduit  à  une  force 
unique  [z\  ds\  applicpiéc  à  cet  él< ment,  (".«'t  énoncé  est  rcnf(;riné  dans 
(  ('lui  du  n"  25. 

Les  potentiels  au  point  M(.r,^,  5),  ou  conuncn» c  ds,  des  compo- 
santes du  coiu-ant  Z',  d'intensité  Tel  de  longueiu-  .S',  étant 

3:3)  {g  =  v  f^yi;^ds',\  (..o) 

11.^1'  rL'^ds',^ 
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les  composantes  de  la  force  directrice  D,  au  point  M,  du  courant  Z' , 


seront 


'^l^ 


7^ 


A  = 


ÔY 


ùz' 


B  = 


^ 
^,- 


().K  à  y 


(m) 


expressions  dont  les  signes  supposent  les  axes  disposés  à  gauche  : 
considérant  une  aire  A,  que  la  ligne  S'  ne  rencontre  pas,  et  qu'engen- 
drerait la  lione  S,  si  une  déformation  continue  en  rédui^ait  la  longueur 

.     ,  .   .  .  d~v     Q        Or  âz  ,  .  ,. 

a  zéro,  et  désignant  par  a  =  -v-:?  p  =  -^5  7  =  — ^  les   cosmiis  du'ec- 

teurs  de  la  normale  positive  4^  de  l'élément  dA,  normale  qu'un  obser- 
vateur, traversé  des  pieds  à  la  tète  par  le  courant  I,  verrait  à  sa 
gauche;  on  met  la  fonction  (371)  sous  les  deux  formes  suivantes  (iO() 
et  109"), 


{■37' 


W==-l  f  l\\cc  +  n^j  -hCy)dA, 


(376) 


w 


-■/ 


b  ^r  +  G -r-  -h  II -;p     ris. 
us  Os  as 


Du  principe  1 12  et  de  la  formule  (375),  il  résulte  que  les  conditions 
252,  255  et  254  sont  satisfaites,  si  le  courant  G'  produit  sur  l  ds  la 
force  définie  par  son  point  d'application  M(.x,  y,  z),  et  par  ses  compo- 
santes (11), 

(377)  !  [Z',\ds),.=--l{\dz  ~Cdx), 

3',  lds)^=l{bdx—  Adf). 


Or,  en  substituant  (373)  dans  (374),  on  a  (77 


ds'  r'       ds'     ^'*  ' 


378) 


B 


.r'  —  X   dz' 
/■3       17 


z  (Iz^ 
as' 


ds', 


c^-rfr^^-i^i';)*'. 


as' 


362  LE    CORDIER. 

Ia's  loniuiles  {'^'J'])  t't  (378)  sont  relies  qu'Ampère  a  (l()i)ue(>s  poui- 
exprimer  l'action  d'un  courant  linéaire  fermé  sur  un  élément  d'ini 
autre  courant  linéaire.  Elles  représentent  (n"  112)  la  seule  force  (|ui 
soit  compatible  avec  les  conditions  2«'>2  et  25i. 

Sachant  (pie  les  fornudes  (377)^(378)  satisfont  aux  conditions  2.V2 
il25i,  on  en  déduit  innnédiatementque  ces  conditions  sont  satisfaites, 
si  l'élément  I'  ds'  produit  sur  1  ds  une  force  unique,  applicpuM'  an 
|)oint  ;M(.r,  V,  :;),  et  ayant  pour  composantes 

(  l' ds',  I  ds),  =-.ll^^dy-'^  dz^  ds\ 
379)  /  [V  ds'A  ds)y=^\y-^dz —  ~dx\ds' , 

\  ds\  I  ds).  =  I  (  ^î  dx  -  -^  dy]  ds', 

\()s  ()s     "  / 


quand  on  pose 


à^  ^yfy'-y  àz'      z'-zoy 


as'  \     /•'       ()s'  r'^      ds' 


,.,0    ,  j  <)n        1 ,  /  -'  —  -  dr'        Jc'  —  X  ôz' 


ds'  \    /•'       Os'  r^      Os' 

OC  _     (x'—x  dv^  _  y  — y  dr'\ 
ôs'   ~     \     /■■'       ds'  /•'       ds'  )' 

La  force  (379,  38o)  est  celle  qui  a  été  proposée  par  M   Reynard. 
L'action  (379,  38o)  de  V  ds'  sur  1  ds  sera  représentée  par 

38 1)  {Vds',lds)  =  Vds'lds^,. 

25r>.  La  force  1\q  est  appliquée  à  l'élément  ds,  normale  à  cet  élé- 
ment et  située  dans  le  plan  qui  passe  par  ret  ds'. 

Car,  en  prenant  le  point  M{x,y,  z)  pour  origine  d'un  système  rec- 
tangulaire d'axes  à  gauche  {Jig.  19),  disposé  de  manière  que  l'on  ail 

.382)  -'=0,      dz':=o,      dx  =  o,      dy'^o,      dz^o, 

c'est-à-dire  prenant  le  plan  (r,  ds')  pour  celui  des  xy,  la  projection  de 
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ds  sur  ce  plan  pour  axe  des  7,  et  pour  axe  des  z  la  normale  au  plan 

Fig.   19. 


(r,  ds)  qu'un  observateur,  traversé  des  pieds  à  la  tête  par  ds' ,  verrait  a 
sa  gauche;  on  déduit  des  formules  (38o) 


dk 


dB 


5?=^'     ^=°' 


â.s'  ~      \r^   ds'         V*   ds'  )  ~  r 


.y 


ds'  ^  r   ds'  ^  "' 


et  des  formules  {'^'JÇ)) 

{l'ds',\ds)^=\\'  ^  ^^5'  >  o,      (r  ds,  I  ds)^  =  o,     {V  ds\  I  ds),=  o. 


Ainsi,  dans  le  système  reclangulaire  d'axes  à  gauche  défini  par  les 
conditions  (382),  la  force  Rq  (^^O  ^1''  direction  positive  de  l'axe  des  o:, 
et  l'intensité 


(383 


P    i  dv  d's> 

^""Jd^-  dP 


On  verra  plus  loin  (240)  que  cette  force  est  la  seule  compatible  avec 
les  hypothèses  de  ]M.  Reynard  et  avec  le  principe  252. 


25().  Hypothèse  d'Ampère.  —  L'action  de  V  ds'  sur  Ids  se  réduit  à 
une  force  unique  1  dsl'  ds'V,  appliquée  à  ds,  dirigée  suivant  r,  égale  et 
de  sens  contraire  à  la  réaction  de  Ids  sur  l' ds' .  D'ailleurs  F  ne  dé- 


'M\\  LE  rorvDir.R. 

|)CMul  iiiic  (lo  /•  cl  dos  ;iiii;l<'s  que  loiil  cmiIiv  elles  Icvs  trois  (lii'i'clioiis  r, 
r/.v.  r/\'. 

li.">7.  ('.(ile  loice  F  étant  prise  j)()iir  ineonmie  et  assujettie  aux 
eonditioiis  li.").!  et  25(>,  le  princijx'  25*2  adiu'jt  une  solution  nnicpu*, 
(|ni  est  eelle  d'Ampèiw 

l'.n  (^Ket.  les  (jiiatre  variables  indépendantes 


(384) 


/•, 


(h- 
(h 


Or 


(h  <)s'  ~  (h'  ~~   <h    ~  ^' 


déterminant  (53),  sauf  une  ambiii[nïLé  désigne,  les  positions  relatives 
des  deux  éléments,  la  force  F,  positive  cpiand  elle  est  répulsive,  et  sa 
composante  taniicutielle 


(38-)) 


T  ^-  Vf> 


ne  peuvent  dépendre  que  de  ces  quatre  variables. 

Pour  que  la  force  F  satisfasse  à  la  condition  *2>'>2,  il  faut  et  il  suffît 
qu'elle  satisfasse  à  la  première  équation  (377),  quelle  que  soit  la  direc- 
tion de  Taxe  des  .r;  et  pour  cela  : 

258.  Il  faut  et  il  suffit  ([ue  la  (lilférenc(M»ntre  sa  composante,  paral- 
lèle à  cet  axe,  et  la  j)iemitre  expression  (37()),  soit  la  différentie  le 
exacte  d'une  fonction  des  trois  variables  indépendantes  -x^y',  z',  (pii 
ne  renferme  aucune  autre  variable  relative  au  point  [x',y,  s'). 

Celte  dernière  condition  montre  queT  est  de  la  forme  — — ' \^y   '  '^ 
et,  comme  elle  exige  que  /  ne  renferme  ni  —-:  ni   -r — r-,  > 


Os' 


Os'      ' 

L'hypothèse  25G   de   l'égalité   de   l'action     -   et  de  la  réaction   — ; 
donne 


ou 


Or 


p'T=pT 


0/ir.p)     ,    ,     0/{r,p) 


Op 


OJ\r,p', 
Or 


0/{r,/y) 
Op' 


y 
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Cette  équation,  où  la  variable  y,  indépendante  des  trois  autres,  n'entre 
qu'explicitement,  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

I    df{r,p)  ^     I     ôf{r,p')  ^       1   d/{r,p)  ^    i    dj\r,p')^ 
p"'         dr  /»'2         dr  p        dp  p'         dp'       ' 

et  celles-ci  expriment  que  leurs  premiers  membres  sont  indépendants 

c\ep, 

I    àjV,p)  ^  cl_^{':)^      1  àf{r,p)  ^^... 
p^        dr  dr     ^     p        dp  .  v    /  ' 

d'où 

/(^. p)  =r  ^(0  +  ylp)^  /(^ p)  =f  ?('')  +  ^('■); 


par  suite  (j/(r)  ==(p(r),  et  yjp)  =zs[r)  =  une  constante,  qui  disparaît 
dans  les  expressions 


38G 


~        ds' 


1   dp'-^jr] 
p        ds' 


La  même  condition  258  va  déterminer  ©(r).  En  prenant  pour  ori- 
gine le  point  {x,  y,  z),  et  pour  axe  des  z  la  tangente  positive  à  ds, 

(379)  et (38o)  donnent 

1 

( x'  dz'         z'  d.x'\  -■'-        ■ 

(V  ds',  Ids)^=  ir  (  —  ^  —  —,  -z-T  ]ds'  dz  :=—!  dzV  ds'  ^  -^; 

et  la   composante  de  la  force  d'Ampère  (23(>),  dans  la  même  direc- 
tion, est 

-\dz.\'  ds^Y  =  -\dzY  ds'^^^-^^P^-^ 


rp 


ds' 


=  [d: 


Vds'^^     ^^    {, — 
,3'  ds' 


en  observant  que  rp  ou  r  -^i  ou  —  r-^j  se  réduit  a  —  ;  . 

La  différence  de  ces  deux  expressions  de  [Y  ds' ,  lds)j.,  divisée  par 
\Y  dz,  est 


,,  (7— 7  ,  d  — -1, — 

■  -       -  .r  r- 


r'     ds'    "^   z'        ds' 
Journ.  de  Math.  (/;«  série),  tome  1.  —  Fasc.  IV,  i885. 


ds'; 


47 


U\(\  i.E   coiiDi»  n, 

.uiuinciilco  (Ir  hi  dilft  rciiticllc  cxaitc 


(Ile  (IcxiiMll 


7  ~~r 


ds" 


?(/)1 
^^,' 


'-^?(^-),>a 


t'\l>r»'ssit)ii  (Ir  la  loriiir  \  u  — -^  -\-v-ri  ■+•  *^' -n  m/^  ,  assiiicltic  à  rire  la 
'  \        ôs  Os  Os  /  ■' 

«lifferonticllc  cxac  le  (l'une  foiirfion  des  trois  variables  indcjxiHl.iiites 
-^  »  c' (M  r.  I/iiiie  des  lr()i^  e(|iiatioiis  différentielles  qui  eu  résult<'iil. 

Ou  i  —  r^(r)    , 

-;-T    =    ()         OU  2  i -Z     =  O, 

0  Z  r^ 

douue 

et  les  équations  (38G)  devieiuient 


38' 


T  = 


•7'  ^-         ^.' 

Soient    //^.  20) 

(388) 


mn  ._.4K^)1 


,     F  = 


d/-  as' 

as 


6f  0' ,  £,  fj) 


les  angles  (r,  6^5j,  {r,  ds')^  [ds,  ds'),  et  l'angle  dièdre  que  font  entre  eux 
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les  plans  des  angles  5  et  $'.  On  a  les  formules  de  transformation 


(390) 

(■^90 


(V)     ^ 


COSJ  = r- 

Js 


cos5'  = 


Or 


ôr  ôr  à- r 

os  as  Os  as 

cosc  =  —  cos5  cos^'  -+-  sinS  sin^'  cosco, 


I       Or  Or 


I       ô'r 


O'r 
Os  Os 


Or  <h^ 
0^    Os' 


\  r  \  r  as   Os'         2  i/r  as  as' 


4  /•  \  / 


,)■:  r 


(3qo)  se  déduit  de  r-  =  (ce  —  x'  r  -h  . . .,   en   calculant -Îr-V^^-   la   for- 

^    ''    '  ()s  Os 

mule    (391)  est  donnée  par   le  triangle  sphérique  (^o-.  20; 

Fig.  20. 


\ 


obtenu  en  menant  dans  une  sphère,  qui  a  l  unité  pour  rayon,  trois 
rayons  parallèles  à  r,  ds  et  ds' ;  les  cotés  sont  5',  tt—  5,   s;  et  oj   est 

0\r  I     Or 

\ 


l'angle  opposé  à  s.  (392)  s'obtient  en  dérivant  — ^  =^  — —  y- 


Ei)  substituant  (389)  dans  (387),  on  a  la  formule  d'Ampère 

cos-0 
(393)  répulsion  (r ds',  \ds)= -^^ 

et,  en  développant  (387), 


Os 


(V4) 


p,  I  /         Ô'-r  Or  Or  , 

°  Os  Os'         Os  Os'/^ 


puis  substituant  (392),  on  obtient  cette  autre  fornuile  d'Ampère 

„     ^                            ,       ,    .        /T/    7/    T    ;            Aldsl'ds'  0-\'r 
(igo)  répulsion  (J  as  ,  i  ds ^  = —    ,    ,,■ 


U)8  LC    CORDltU. 

Substiliianl  [^Sc^]  et  (3()o)  clans  (394)»  on  Innivc  une  lioisit'ine  ronmilc 
d'Ain  père: 

/o    /M  •        1    •         ff    1  '     1    J  \         T    7   .,    ,  ,  —  ^.  ros£  —  3  rosOrosO' 

(3c)C))     répulsion  (1  ds  ,  1  as)  =zlasi  as ; 

et,  (Ml  sul)sliluant  (3()i),  on  a  cette  (juatricme  ionmih"  (l'Aiiiix  rc  : 

, .,        >       ,       ,    .          ,,    1.     T    7\        1    »    I'  ji  —  cosOcosO' — 2  sinO  sinO' costn 
(  Jf)7  )   répulsion  (1  as  ,  1  as)  =  \  as  i  as ^ 

Clhacune  des  formules  (3()3),  (SgS),  (SqG),  (3()7)  démontre  237. 

Solulio/i  générale,  empruntée  ou  eours  de  M .  Maurice  Léry. 

'i^D.  Soient 

l,  r  les  intensités  constantes; 

S,  S' les  lignes  fermées  et  rigides  de  deux  courants  C,  C'; 

I  ds,  V  ds'  deux  éléments  de  ces  courants; 

X,  V,  -  et  x' ,  y',  -'  leurs  coordonnées  rectangulaires,  dans  un  svstème 

d'axes  à  gauche; 
/  l(Hir  distance  mutuelle. 

L'action  la  plus  générale  de  V  ds'  sur  1  ds^  qui  soit  compatibU;  avec 
les  principes  252,  255  ec  254,  peut  toujours  être  représentée  par  une 
force 

(398»  IdsVds'V,, 

appliquée  au  point  [x^  y,  s),  ayant  pour  composantes 

.   [V ds\lds)^  =ldsrds'X, 
(3()9)  \  {l'ds',  \ds)y  =ldsVds'Y, 

[V  ds',  1  ds)j.y=  I  ds  r  ds'  Z, 


FONCTIONS    ARB1TRA.IRES    DES    ACTIONS    ÉLECTRODY  N  AM IQLES.       360 

et  par  un  couple 

(4oo)  IdsVds'Gi, 

ayant  pour  moments,  par  rapport  aux  axes, 

/  {l'ds',  Idsl,=  ldsVds'L,, 

(4o I  )  }  {l'ds',l  ds),^=2  I  ds  V  ds'  M, , 

(  {l'ds',  Ids)^^=ldsl'ds'^,. 

Or  les  conditions  252,  253  et  25i  sont  satisfaites  j)ar  la  solution  de 
M,  Reynard,  dans  laquelle  l'action  de  V  ds'  sur  If/,9est  représentée  par 
une  force  unique 

(402)  {l'ds',lds)  =  Idsl'dsn,.  (38i) 

appliquée   au  point  {oc,  y,  z),  ayant   pour   composantes  les   expres- 
sions (379),  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  abrégée 

(403)  I^^r^^'Xo,  IdsVds'Y,,  IdsVds'Z,. 
Soit 

(404)  X  =  X„-|-X,,     Y  =  Yo-l-Y,,     Z  =  Z„^Z,. 

La  question  est  ramenée  à  trouver  les  expressions  les  plus  générales 
des  quantités 

(405)  R,,  G,, 

c'est-à-dire  de  la  force  complémentaire   et  du  couple,  qui  ont  pour 
composantes  X,,  Y,,  Z,  et  L,,  M,,  N,. 

Or  la  première  équation  (377)  peut  s'écrire 

.S' 


IdsV  f   Xods'=l[Cdy-Bdz). 

^0 


o~()  i.i'.  nonniF-n. 


Mais  on  a  vu  ^^m"  I  1*2^  {|iu>  les  seconds  meiiibiTs  des  é([iiah()iis  {'^77) 
ne  peuvent  avoir  (jn'unc"  vahuu'  conipalible  avee  les  prineipes  *J."2  et 
^■"i.  Doue  on  doit  avoir  aussi,  en  inlroduisanl  les  notations  (/jol), 

\(isV  f  \r/.v'     ou      l(Is\'  f  {\,-\-X,)f/s'=z\{C(h~\\fh.). 

lîetranchant  membre  à  mendjre  ces  deux  expressions  de  la  compo- 
sanle  (C,  Ids  ,.,  on  trouve 


S' 

X.  r/.v'=  o. 


11  résulte  aussi  du  principe  2r>i  cpie  le  couple  do  Tact  ion  de  G' 
sur  I  ds  est  nul  dans  la  solution  générale.  Connue  il  est  nul  dans  la 
solution  de  JNI.  Revnard,  la  différence  des  moments  de  ces  deux 
couples,  par  rapport  à  l'axe  des  x,  est  nulle,  quel  que  soit  cet  axe  : 


(407)  f\.,ch'  = 


Les  identités  (4oG),  (407)  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  ligne  fermée 
S',  on  doit  avoir 

(4o8)  X.=  §-S     L,  =  '^, 

X2  et  Lo  ne  pouvant  dépendre  que  des  positions  et  des  directions  de 
ds  et  de  ds',  c'est-à-dire  de 

('409)  or,   Y,   z,   X,  y,   z,  -^,   -,  ^ 

et  de  -VT'  -TT'  -tt;  mais  ces  trois  dernières  dérivées  ne  peuvent  v  ^n- 
ds      as     as'  i  j 

frer,  en  vertu  de  (4^6)  et  (407);  et  les  variables  (409)  sont  les  seules 

dout  X2  et  La  puissent  dépendre. 

Le  calcul  suivant  de  X,  est  emprunté  à  la  Leçon  faite  au  Collège  de 


■''.- 
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France  par  M.  Maurice  Lévy  le  i  i  février  1881,  aussi  exactement  (jiic 
j'ai  pu  le  faire  en  complétant  mes  Notes. 

On  trouvera  pareillement  Yj  =  -yf  ?  Z,  =  -y-^jet  le  calcul  de  R,  (/jo^^) 

est  ramené  à  celui  des  LroisfonctionsXajYajZa  des  neuf  variables  (^lOf)), 

ôjc'    dv'    dz' 
indépendantes  de  -vt'  -tt'  ^r'  mais  non  complètement  arbitraires,  car 

'  as      as     as  ' 

la  force  complémentaire  R,  est  assujettie  à  être  indépendante  du  choix 
des  axes;  elle  est  définie  en  grandeur,  direction  et  sens,  par  rapport 
aux  éléments  ds  et  ds' ,  par  leur  position  relative  ;  et,  comme  ils  n'ont 
que  deux  positions  relatives  déterminées  par  les  quatre  quantités 


(4io) 

les  composantes  de  R, 

(4ii) 


dr     ôr       d- /' 


Si,    S,    S'      i/ig.  2  1 


dans  le  prolongement  de  r,  suivant  ds  et  parallèlement  à  ds\  sont  des 


ds' 


<-^,y.») 


(■x>'s/.  'x-  ') 


fonctions  des  quatre  variables  indépendantes  (4 10)  et  ne  peuv(>iU  dé- 
pendre d'aucune  autre  donnée,   sauf  le  signe  de  oj  (notation  388). 


)-2  LE   coiu)ii:u. 

L"ox})rossioii  X,  —  .d  ti)s(.-A,  x)  -+-  rS  co.s(.s,  .r)  +  s'  cos(,s',  or),  suhslitiiéo 
dans  (4o8),  donne 

(  4 1 2  )  \ .  --  .a  -^—  +,--^,-^  =  —. 

Quand  Taxe  drs  .r  est  |)('i|)endii'ulair(>  à  r  cl  à  (/s',  cette  ('(|Mati()n  se 
réduit  à 


,  ôx  OXi  ^ 

as  ()s' 


il  en  résulte 


il 

(h 


-  /     sds'  =  I      ,  ,"^  ds'  =  o; 


et,  cette  équation  devant  être  vérifiée  quelle  que  soit  la  lij^nc  fermée  S', 

on  doit  avoir  8  = -j-7- Mais,  s   ne  pouvant  dépendre  (jue  des  quatre 

variables  (4  '  o).  I<'s  deux  premières  seules  peuvent  entrer  dans  la  fonc- 
tion Ix,  indépendante  de  toute  dérivée  relative  à  5';  donc 


(ii3)  s  = 


._'H''i) 


as' 


^,iW 


Dès  lors,  l'équation  (^  12)  exige  que  <!a — ^—  h-  >^'  -jt  «oit  aussi  la  dé- 
rivée exacte,  par  rapport  à  s',  d'une  fonction  H(.r  —  x')  de  x' ,  y' ,  z', 
indépendante  de  toute  dérivée  relative  à  s'  : 


-i- 

i>' 

Or' 

o\y, 

''  as    ^' 

équation 

qui 

devient 

(4i4) 

du 

~  ds' 

x~x')-U'^, 
'  Os 


OU 


(4i5)  s'  =  -n, 
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suivant  que  l'axe  des  a?  est  perpendiculaire  à  ds  ou  à  r.  D'ailleurs,  ëi  m- 
pouvant  dépendre  que  des  quatre  variables  (4' 0)5  l'équaliou  {-^\f\) 


ni 


dr 


outre  que  H  ne  peut  contenir  que  r  et  -y-  •  On  a  donc 


4 '7) 


4i8 


s'  = 

A  _ 

r 


"M".:;^ 


as' 


àllfr, 


d/- 


as 


ds' 


On  voit  que  les  fonctions  H  et  R  restent  complètement  arbitraires. 
En  vertu  de  (4 16),  (4 '7)  ef  (4ii^)»  l'équation  (412)  devient 


'  —  ds'  ^"^       ^ 


()K  ô  r         --  dx'  

~ô7  ~dl  ~      W^ 


\\{x  —  x')  +  Iv 


ôx 
ds 


ds' 


Substituant  dans(4o4),on  obtient  la  première  des  trois  équations  (4  19) 


i'9, 


X  =  Xo  + 


Y=  Y«  + 


2      d-x: 


dx 

â7 


ds' 

. ,  H  d .r-       ,.  dr 
2     dr  ds 


Zo 


ds' 
H  d.r- 


ài-      . 
2     cz 


ds 


(420; 


1    N.= 


P  d.r'- 
2     dx 


ds' 
dx' 


Q 


ds 


ds' 

ds' 
^,  P  d.r^       ^dz 

ds' 


Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  I.  —  Fasc.  IV,  i885. 
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3t'|  II"    cou  DU.  H. 

La  socdiulo  ociiiMtion  i^/|oS)  doimora  (/|2(>\  comnic  la  première  a  donné 
{l\\ç)),  et  h,  K,  \\  Q  sont  qualre  lonelions  arl)itraires  de  /  el  ^• 

2i().  Les  formules  de  M.  Hcynard  son/  les  seules  qui  salisfasscnt  à  ses 
hypothc-scs  et  au  prineipe  (n"  *252). 

On  va  le  voir  parles  l'ormules  (/ju))  t'I  ('po).  Les  hypothèses  de 
AL  lleynard  sont  les  suivantes  : 

2il.  L'action  d(>  l'r/.v'  sur  \  ds  se  léduil  à  une  lorce  uni(pi{\  ap- 
pliquée à  ds. 

*2i'2.   (î(^tte  action  est  normale  à  ds. 

2i5.    Elle  est  dans  le  plan  passant  par  r  et  ^.v'. 

241.    Elle  change  seulement  de  sens,  en  même  temps  que  1  ds. 

Voici  la  démonstration  de  l'énoncé    210  : 

En  vertu  de  l'hypothèse  2il,  le  couple  (/|2o)  est  nul.  On  déduit  du 
„o  242 


(421) 


X^+Y-^+/-y-=0, 

OS  Os  os 


du  n"2ir>,S  =  o  (notation  /|i]),  ou  (4i3 


K  disparait  donc  des  composantes  (4 «9)  qui,  substituées  dans  (421), 
donnent 


"  d.9  (75  <y.s' 


2      ()i' 


(^.$' 


=  o. 


En  vertu  des  équations  (379),  la  somme  des  trois  premier^  termes  de 
cette  équation  est  nulle,  et  elle  exprime  que  la  fonction ^3—)  qui 
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ne  peut  dépendre  que  de  r  et  de  1^",  en  est  indépendante,  puisqu'elle 
l'est  de  s',  et  se  réduit  à  une  constante. 

La  condition  (n"  2U)  exige  que  X,  Y,  Z  et,  par  suite,  H  soient  des 

fonctions  linéaires  et  homogènes  de  ~,  ^-f,  ^,  par  suite,  de  ^';  d'où 

os     os    Os     ^  ()s 

1  ~0i~  ^''■^^^'[â^l    "^P6"t  être  constante  sans  être  nulle;  doue 

H   :=  O, 

et  la  force  (4 19)  se  réduit  à  celle  de  M.  Revnard;  ce  qui  démontre 

(n°240). 


J^  XIV.  —  Actions  pondéromotrices  reçues  et  produites  par  les 

COURANTS    FERMlis    PERMANENTS,     A    PLUSIEURS    DIMENSIONS, 

245.  Quinzième  principe.  —  Un  courant  permanent,  à  plusieurs  di- 
mensions, est  décomposable  en  courants  linéaires,  c'est-à-dire  à  sec- 
tions infiniment  petites. 

Ce  principe  pourrait  être  démontré  rigoureusement  par  des  expé- 
riences précises,  qui  n'ont  pas  été  faites,  mais  qui  n'ont  pas  été  jugées 
utiles  :  les  physiciens  l'admettent  avec  confiance  comme  suffisamment 
démontré  par  des  conséquences  variées,  qui  sont  bien  établies. 

246.  h' intensité  linéaire  d'un  courant  permanent  isolé,  soit  maté- 
riellement dans  un  fil,  soit  par  la  pensée  dans  un  tube  de  flux,  sera 
définie,  dans  l'hypothèse  de  deux  fluides,  comme  dans  celle  d'un  seul, 
la  somme  des  flux  d'électricité,  pris  en  valeur  absolue,  qui  en  traver- 
sent chaque  section  dans  l'unité  de  temps. 

247.  Un  courant  à  trois  dimensions  est  fermé  quand  l'électricité 
n'en  traverse  pas  la  surface,  et  permanent  quand  il  est  composé  de 
courants  linéaires  permanents,  fixes  par  rapport  à  son  volume. 


^']Ct  LE    CORDIER. 

2i8.  LeiMmi:.  —  Si  un  couranf  ferme,  à  p/iisieurs  (/i/ziensions,  est  dé- 
cornposahlc  en  courants  linéaires,  il  l'est  aussi  en  courants  lincitires  fer- 
mes, pourvu  (pion  lui  (td joigne  un  certain  système  de  courants  fictifs, 
dont  les  éléments  sont  deux  à  deux  égaux,  superposés  et  de  sens  con- 
traires. 

Eli  eflel.  le  volmiK' u  (11111  courant  ((Miiio  c'  pcul  loiijoms  èlic  dé 
composé  cil  plusieurs  parties  CT, ,  cjo,  ...,  assez  jietiles  jiour  ([lie  toute 
ligne  (lu  courant,  (pii  a  des  points  dans  l'une  d'elles,  ait  un  jioint 
d'entrée  et  un  point  de  sortie  sur  sa  surface.  L'élément  de  surface  rA^,,^, 
par  leqiud  un  courani  liiu\iire,  d'intensité  I,  sort  de  ct^,  et  entre  dans 
rr>^,  étant  pris  pour  hase  d'un  cône,  dont  le  sommet  O  est  arbitraire, 
soient  deux  courants  fictifs,  d'intensité  1,  passant  dans  ce  cône  en  sens 
contraires.  Cette  construction,  répétée  |)our  tous  les  éléments  de  sépa- 
ration d\  et  pour  toutes  les  cloisons  >.,  fera  correspondre  à  tout  cou- 
rant linéaire,  d'intensité  I,  qui  traverse  t?^,  de  'kpqii\r'>  n'>  courant 
linéaire,  d'intensité  I,  circulant  dans  le  canal  fermé  0'kf„f\,.0,  et  dé- 
finit un  système  de  courants  linéaires  fermés,  satisfaisant  à  l'énoncé 
du  n"  2i8. 

248'.  On  voit  qu'un  énoncé  et  une  démonstration  analogues  s'ap- 
pliquent au  cas  de  deux  dimensions. 


Notations  de  l'intensité  cubique  cl  des  composantes  d'un  courani 
à  trois  dimensions. 

La  notation 

(422)  \ds 

va  désigner,  comme  précédemment,  un  élément  de  courant  linéaire, 
d'intensité  1  et  de  longueur  ds,  mais  faisant  partie  d'un  courant  à  trois 
dimensions. 

249.  \j  intensité  cubique  d'un  courant  à  trois  dimensions,  au  point 
{x,y,  z),  est  l'intensité  linéaire,  rapportée  à  l'unité  de  surface,  du  cou- 
rant linéaire  L  qui  traverse  un  élément  doi  du  plan  normal  à  la  ligne 
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dii  courant  passant  par  ce  point  : 

(423)  i=l-. 

L'élément  I  ds  de  courant  linéaire,  qui  a  pour  section  droite  w  et  pour 
longueur  ds^  avant  pour  volume 

(424)  dw  =  dLods, 

on  a,  en  multipliant  membre  à  membre  (423)  et  (424), 

(425)  id7r,=lds. 

250.  La  composante  j  d'un  courant  à  Irois  dimensions,  au  point 
'M[x,y,z),  dans  une  direction  4^,  définie  par  ses  cosinus  a,  |S,  7,  et 
qu'on  peut  toujours  regarder  comme  la  normale  positive  d'une  sur- 
face A,  passant  par  M,  est  l'intensité  I  du  courant  linéaire  qui  traverse 
en  ce  point  un  élément  dA.  de  cette  surface,  intensité  rapportée  à  l'unité 
de  surface  et  affectée  du  signe  de  la  région  où  le  courant  s'introduit  : 

(426)  /=±^- 

2ol.  Les  trois  composantes  u,  v,  \v  d'un  courant  à  trois  dimensions, 
au  point  (.r,y,  2),  sont  les  composantes  de  ce  courant  dans  les  direc- 
tions positives  des  trois  axes. 

La  formule  (426),  appliquée  à  un  courant  linéaire  I,  qui  entre  par 
la  face  rectangulaire  dA  =  dxdy,  appartenant  au  plan  z  =  une  con- 
stante ::o»  ^^^''los  un  parallélépipède  oblique  ayant  pour  arêtes  latérales 
des  lignes  du  courant,  et  qui  en  sort  par  la  face  comprise  dans  le  plan 
z  ^=  Zq-\-  dz,  devient 

I 


w 


dx  dy 


Le  volume  du  parallélépipède,  essentiellement  positif,  ainsi  que  dx  et 
dy^  est 

c/cj  =  ±  dx  dy  dz . 


\-jS  r.i:  coRDiEH. 

jNTultiplianl  luomhro  à  iiuMiihiv  cos  doux  équations  vl  observant  ([lie 
liHirs  socoiuls  nuMnl)res  ont  tous  (Unix  lo  s'u^uc.  de  dz  en  évitlencc,  on 
obtient  la  troisième  des  formules  suivantes  : 

(  /j  2  7  )  udTS  =  \  (II- ,      r  r/ry  =  [  f/r,      w  drz        I  dz  ; 

et,  en  éliminant  -.    au  moyen  de  l'équalio!)  ('|2^)' 
(  l'iS)  u  ^  i-T-f     e  =  f  -- ,     (\'  =  /  - . 

^  '        '  os  ()s  ()S 

Doue  la  composante  2o0  du  courant,  dans  une  direction  quel- 
conque 4^,  est  la  projection  de  son  intensité  cubique  sur  cette  direclioii 

(429)  J  =  '-à 
ou 

J  -~\d^-  ds     '   ' 
ou,  en  substituant  (428), 

ou  [notations *iDO] 

(430)  y  =  a« -f- j'Se -h '/(r. 


Action  cran  svsLcnic  M' ,  fixe  et  invariable  dans  sa  constitution  physique, 
sur  un  élément  extérieur  i  drn  de  courant  à  trois  dimensions,  fixe  et  per- 
manent. 

252.  Les  formules  (i  i)  et  (5o)  donnent  immédiatement,  à  l'aide  des 
substitutions  (425)  et  (4^7)»  ^^s  composantes  de  cette  action,  qui  se 
réduit  à  une  force  unique  appliquée  à  l'élément  de  volume  /f/cj, 

j'   (i/',  i  dT;s)j.  =  (Cj/'Ç'   —  hyjw)  dv5, 

(43i)  -^   [M',idî3)y=[l>^M'^—^M'^)d^^ 

[M' ,  idrs)^  =  (Bj^'M  —  Aj/zC^  )  ffe; 
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l'     (M'        A     \  ^^^1^'  ^^^^^^'       \.1 

I    [M  ,1  rfîô).,  =  \-j^  ^^ ^z-  ^  )  d^^ 


Propriétés  de  l'axe  et  du  moment  d'un  courant  fermé  à  trois  dimensions. 

2o5.  Il  résulte  du  lemme  248  que  les  actions  d'un  système  fixe 
M' y  pouvant  comprendre  des  courants  fermés,  des  aimants  dont  l'ai- 
mantation est  rigide,  et  le  magnétisme  terrestre,  sur  un  courant  fermé, 
fixe  et  permanent.  S,  à  trois  dimensions,  se  déduisent  de  (119)  en 
remplaçant  le  courant  G  par  le  système  de  courants  linéaires  dans  les- 
quels on  peut  le  décomposer.  Il  suffit  de  faire,  dans  les  formules  (119) 
et  suivantes,  les  substitutions  (425)  et  (427). 

Soit  7Z  le  volume  du  courant  S.  Son  moment  ko  et  son  axe  r  0  sont 
définis  par  les  formules  (  1 2  i  ),  pourvu  qu'on  y  fasse  les  substitutions  (427), 
et  qui  deviennent  les  suivantes  : 

[     ^0  ^H  =  fffy^^'  6^^  =  -  ///  Z  ç-     dvj, 

,,^^  ]  Po  ko  =  JJS~u  dvs  =  -  fjjxw  rfa, 

^^  1  ^  ^ 

\  7o  1^0  =  fff^'^'  d^  =  -  fffyu  d?:;. 

Soit  M  un  point  solidaire  avec  le  corps  rigide  G.  Dans  chacun  des 
deux  cas  96  et  97,  c'est-à-dire  lorsque  les  composantes  A,  B,  C  de 
la  force  directrice  D  du  système  M'  sont  constantes  en  tous  les  points 
d'un  volume  comprenant  G  et  M,  ou  lorsque  ce  volume  est  infiniment 
petit,  l'action  de  M'  sur  G  est  représentée  par  l'énergie  (122) 

(433)  W,,-s=-ko(«oAo+lSoBo  +  7oCo)=-koDoCos(Do,r„)=ko^, 

dans  laquelle  Aq,  Bo,  Co,  Dq,  Vq  désignent  les  valeurs,  au  point  M,  de 
A,  B,  C,  D  et  du  potentiel  V  de  M'. 


38o  \.K   c'()iu)ii:u. 

Los  loriimlos  ['\'i'2),  et  les  propriétés  (lui  s'en  cléiluisiMil  (ii"^  î)î)  à 
105),  s'a|)pli(iuontaii  cas  où  €  désigne  un  syslème  rigide  quelconque 
de  courants  fermés,  par  (>xemple  au  système  de  courants  (éruiés  molé- 
culaires qui  constitue,  dans  j'hypoliièse  d'Ampère,  un  aimaul  doué 
d'un  magnétisme  rigide,  placé  dans  un  champ  de  force  uniloiine.  Elles 
s'appliquent  aussi  à  chaque  molécule  uîagnétique  d'un  aimani  réel, 
quand  on  la  suppose  mobile  autoui-  du  point  M,  lié  invariablement  a 
la  molécule  et  à  l'aimant,  conformément  à  la  théorie  de  Webei-. 


Calcul  de  la  partie  bien  dèjinie  ^^Z'  ^"  potentiel,  au  point  (^,  >',  :;), 
d'un  courant  fermé  injininient  petit  Z' ,  à  trois  dimensions. 

*2oi.    Le  moment  k^,  l'axe  j^^  et  les  cosinus  directeurs  de  cet  axe, 

a'„,  /3„,  7I,,  étant  définis  par  les  formules  (^|32),  en  y  accentuant  toutes 
les  lettres,  et  /-désignant  la  dislance  du  point  [x,y,z)  au  couiant  G', 
soient  [j.  un  pôle  de  solénoïde  indéfini,  placé  en  ce  point,  et  V^,  son 
potentiel  au  point  (^„,  vj,,  -„)du  même  courant.  On  a  (4^'^) 

et,  en  substituant  (234)  -.  «'  ^o» 

d- 
W    ^.=  ,j  k'  '-• 


mais  on  a  aussi  (2j3) 
d'où,  en  identifiant, 

(434)  ^'£:=''»?.-/ 


à'- 


Deux  systèmes  équivalents,  dans  un  volume  donné,  ayant  été  dé- 
finis (n^  146)  ceux  dont  les  potentiels  ont  une  différence  constante,  en 
tous  les  points  de  ce  volume,  l'équation  (434)  exprime  que  l'élément 
Jc^  de  solénoïde,  dont  l'axe  J^^,  et  le  moment  k,,  sont  définis  par  les  for- 
mules (432),  équivaut  au  courant  fermé  ©'  qui  est  infiniment  petit  et 
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à  trois  dimensions;  et  l'équation  (433),  que  l'énergie  de  £',  dans  le 
champ  de  force  du  système  M'y  est  égale  à  celle  de  l'élément  équiva- 
lent de  solénoïde. 


(Calcul  des  composantes  A,  B,  C  de  la  force  directrice  D  d'un  courant  £' 
à  trois  dimensions,  fermé T  Jîxe  et  permanent,  en  un  point  fixe  (.r,y,  *). 
extérieur  à  son  volume  rn'. 

255.  L'artifice  248,  et  la  substitution  (427)  faite  dans  les  for- 
mules (82),  donnent,  pour  ces  composantes,  les  expressions  (72  . 
D'ailleurs,  la  méthode  (n°  55),  qui  a  donné  le  potentiel  d'un  courant 
linéaire,  s'étend  au  cas  actuel,  sans  adjonction  de  courants  fictifs. 

Soit  k  (23)  le  moment  d'un  élément  k  de  solénoïde  fictif  dont  l'axe  4^ 
commencerait  au  point  {x,f,z)  et  aurait  pour  cosinus  directeurs  a, 
[1,,  y.  Son  potentiel  aurait  pour  partie  bien  définie  (62),  au  point 
[ac',y,  z')  où  se  trouve  l'élément  i'  dz:>'  du  courant  G', 

d'- 

(435)  '^^'^  =  ^^jr 

et  il  produirait  sur  cet  élément  une  force  unique,  appliquée  au  point 
[oc  ,y' ,  z'),  ayant  (43i'  et  435)  pour  projection  sur  l'axe  des  x 

[k,  i'  cItz')^ ^  (Itz' Iw'  ^  -  ^'' ^) "^A 

d-  d- 

ou 


(436) 


Posant 


à^\      dy  dz 


^7)  '^-fff>'-  ^^'=ni>'  "^-yyy^^'' 


CI' 
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'^S'2  IA-:  C()ni)ii:n. 

ot  intégrant  (4^i>)  pour  tous  les  oIônuMils  du  volume  a'  do  G',  on 

et  (55') 

(/,39)  (G',X-).=  k^^Ac. 

Ajoutant  les  formules  (/|38)  et  (43()),  dont  les  premiers  membres  se 
détruisent  en  vertu  du  principe  de  l'action  et  de  la  réaction,  on  a 

Or  les  expressions  (/|37)  étant  les  potentiels,  au  point  (.r,y,  c),  de 
trois  masses  fictives,  de  volume  tt'  (^t  de  densités  m',  r',  n',  on  sait  que 
leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  convergent  vers  zéro  ave(^ 

-;  et  A^   ou  —       ^  jouit  (""  4-9)  de  la  mémo  propriété.  D'ailleurs,  la 

direction  de  4^ étant  arbitraire  dans  (41o),  la  parenthèse,  à  la  l'ois  con- 
stante en  tous  les  points  de  l'espace  extérieur  à  G'  et  infiniment  petite 
à  l'infini,  est  identiquement  nulle;  ce  qui  démontre  la  première  des 
trois  équations 

^         '       ^  ay  a-  ^  ôz  <).r  ^  d.v  dy 

Il  en  résulte  (76)  l'expression  suivante  de  la  partie  bien  définie  du 
potentiel  de  G'  au  point  (r,  y,  :;),  où  se  termine  une  ligne  /,  menée  ar- 
bitrairement d'un  point  quelconque,  pris  à  Tinfini, 

(44^)  ^-.  =  -(^(A,§^  +  B,|i+C,|)rf/„ 

A,,B,,C,  désignant  les  valeurs  des  fonctions  (44  ')  ■'^u  point  {x^,y^ ,  z^), 
où  se  termine  l'arc  l^  qui  fait  partie  de  /. 
Les  formules  (23) 

(^\?0'  (?^<r-  â<)^' 

(443)         '-|^  =  -As.,    ^  =  -B3..    %=-Ce. 
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donnent 

/  d-Qe'        dGe>        dUz' 


444; 


dVz'        dHs'        ôFp,' 


Jy  dx  dy 

d<>Z'  _  ôFq-        dGz' 
âz  à  y  dx 


Les  formules  (4^7)»  (44')  et  (444)  pouvaient  aussi  se  déduire  immé- 
diatement des  formules  (82),  (^3)  et  (72),  à  l'aide  de  la  substitu- 
tion (427)  et  du  lemme  248. 


Énergie  de  l'action  mutuelle  de  deux  courants  fermés  S  et  B' ,  fixes. 
permanents  et  à  trois  dimensions. 

256.  Soient  w  et  ts  leurs  volumes,  x,y,  z  et  x' ,  y  ,  s' les  coordonnées 
rectangulaires,  dans  un  système  d'axes  à  gauche,  des  éléments  idzs, 
i' dzô'  de  ces  courants;  l'adjonction  des  courants  fictifs  du  lemme 
248  et  les  substitutions  (4^5),  (4^7)  permettent  de  déduire  immé- 
diatement de>  formules  (118)  et  (i  f8') 

(44\)  ^3,^3  =  -[iJjyz'U  -f  Cx3-r  +  \\^w)dzô, 

''''■   I     =~[ffci^[[jf<i^^^^^- 


É ner gie  de  V action  mutuelle  d'un  aimant  A' ^  doué  d' une  aimantation  rigide, 
et  d'un  courant  fermé  S',  permanent  et  à  trois  dimensions. 

2o7.  On  ne  change  pas  (n°  162)  cette  énergie  en  remplaçant  les 
éléments  magnétiques  de  l'aimant  par  le  système  équivalent  8'  d'élé- 
ments de  solénoïdes.  On  a  vu  que,  en  désignant  l'aimantation  de  i4'au 
point  {x',y',z')  par  0',  ses  composantes  par  «'$',  /3'tp',  y'O)',  et  po- 
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saut  (199) 

(44?)  j  "'  '^'  "■ 

(  /•  =  v'\.r  -  .r')-+  (7  - /)=+  (:;  -  s')"-, 

les  fonctions  (437),  relatives  à  ce  système  £',  ont  (20/î)  pour  expres- 
sions, au  point  [x^y,z). 


dl  Or, 


n     (K 


//UN  17  "'»  "^*  r'  "^  "''  II  ^ 

448)        F.,-=^. --J-,     (_____^_,     11.,,=.^. 


(h)        <^ 


Donc  la  formule  (44^)  s'applique  à  l'énergie  demandée,  quand  on  y 
remplace  G'  par  A', 

(449)  W-^'.s  =  -///(F^'"  +  ^.r^'  +  H,.'"')^^- 

258.   IJ intensité  superficielle  Ij,  en  un  point  M  d'un  courant  à  trois 
dimensions,  parcourant  une  surface  donnée,  peut  êtredéfinie  l'intensité, 

Fig.  22. 


rapportée  à  l'unité  de  longueur,  du  courant  linéaire  I,  qui  traverse  un 
élément  dn  [fig.  22)  de  la  trajectoire  orthogonale  des  lignes  du  cou- 
rant passant  en  M  : 

I 


(45o) 


l.>  = 


dn 


L'élément  rectangulaire  XdsAw.  courant  linéaire,  qui  a  pour  dimen- 
sions dn  et  ds,  avant  pour  surface 


451) 


dr,  =3  dn  ds. 
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on  a,  en  multipliant  membre  à  membre  (45o)  et  (45 1), 

(452)  l,da  =  lds. 

La  bobine  spliérique  G'  (n°  201)  a  été  considéréie  comme  un  sys- 
tème de  courants  linéaires,  de  même  intensité  linéaire  1',  parcourant, 
dans  le  sens  xy,  les  petits  cercles  d'interjection  de  la  sphère,  qui  a  pour 
centre  l'origine  et  pour  rayon  p',  avec  des  plans,  perpendiculaires  à 
l'axe  Os'  de  la  bobine,  qui  partagent  cet  axe  en  éléments  égaux  dz'.  En 
posant  z'  =■  p'cos^',  on  voit  que  l'élément  de  méridien  projeté  suivant 

dz'  a  pour  longueur  dn  =  ^^,  •  A  toute  dislance  finie  de  la  sphère, 

la  bobine  agit,  à  l'intérieur  et  à   l'extérieur,   comme  un  coinçant  a 

deux  dimensions,  dont  les  lignes  sont  de  révolution  autour  de  Os, 

;         r  ,         I' 

et  dont  l'intensité  superficielle  est  1.,=  -^  ou  \\—-  -y-,sin$'.  Posant 
'  -        an  '        dz' 

I' 

(453)  P'=d^'' 
on  a  donc 

(454)  ]'.,=p'smfi'. 

259.  Soient  O  et  R',  r'  le  centre  commun  et  les  rayons  d'une  sphère 
creuse,  parcourue  en  tous  ses  points,  dans  le  sens  xy,  par  un  cou- 
rant g'  à  trois  dimensions,  dont  les  lignes  sont  de  révolution  autour 
de  son  rayon  Os.  Pour  qu'elle  soit  décomposable  en  bobines  sphé- 
riques,  dont  l'une  dc',  comprise  entre  les  sphères  de  rayons  p'  et 
p' 4-  do\  ait  pour  intensité  superficielle  l'expression  (454)?  il  foi^it  et  il 
suffît  que  le  coefficient  p  soit  constant  dans  toute  cette  bobine  c?£', 
c'est-à-dire  que  ce  coefficient,  d'ailleurs  proportionnel  à  d^',  soit  de  la 
forme 

/''=/(p')4'; 

d'où 

(455)  ];=/(p')sin0'4', 

ou  que  l'expression  (4^3)  de  l'intensité  cubique, 


)8()  Li;  C()Ri)ii:r>. 
ainsi  Iransiornicc  par  la  rorimilo  (/iTio),  soil  de  la  loi'mc 

rP7)  /'=/(p')sinO'. 

Soil 

(4)8)  /(P"1^7'P''      /=<oi»sL; 
d'où 

(459)  /'  =  7'p'sinO', 

(460)  i;:^<7'p'sin0'fl^p', 

(46i)  ^,=q'o'd?'. 


Au  point  (ar,  >',  :),  dont  la  distance  a  =  \x^-hy'  -\-  z-  au  centre  de 
la  sphèi'e  est  plus  grande  que  son  ravon  ]{',  la  parlie  l)ien  définie  du 
j)Otentiel  du  courant  (n**  251))  est  (2(")o  el  28 y.) 

(462)  ^^..x^K^z' 

(463)  ]^^=^^f\^^, 

ou,  en  substituant  (4^1  ), 

(4G4)  K=l::q  f%-cI?'=^7:g'{W'^-r-). 

260.  l'our  a  <  II',  c'est-à-dire  en  un  point  {x,y,z)  intérieur  à  la 
sphère,  l'action  qu'elle  exerce  ne  peut  être  calculée  sans  hypothèse. 
Celle  qui  va  être  faite  (n"  262)  revient  ici  à  supposer  que  la  bobine 
sphérique  dz'  (n°  259),  qui  est  comprise  entre  les  sphères  de  rayons 
«  H-  £  et  a  —  c,  et  qui  produit  des  actions  infiniment  petites,  comme  pro- 
portionnelles à  son  épaisseur  2s,  en  tout  point,  soit  intérieur  à  la  plus 
petite,  soit  extérieur  à  la  plus  grande,  produit  aussi  une  action  infini- 
ment petite  au  point  (^,y,  z);  et  l'action  de  c'  en  ce  point  se  calculera 
en  iaisant  abstraction  de  c^3'. 

Alors  la  partie  restante  de  G'  aura,  au  point  {x,y,z)  de  sa  cavité. 


FONCTIONS    ARBITRAIRES    DES    ACTIONS    ÉLECTRODYNAMIQUF.S.       '387 

un  potentiel,  dont  la  partie  bien  définie  sera 

(465)  '^^^.  =  X)e+\'>n 

■vT'g  provenant  de  la  sphère  creuse,  de  rayons  r'  et  a,  =^  a  —  i,  et  ■0^  de 
la  partie  comprise  entre  les  surfaces  sphériques  qui  ont  pour  ravons 
fl^  =  rt  H-  £  et  R';  et  l'action  du  courant  Z'  sur  un  élément  de  courant 
ou  une  molécule  magnétique,  placés  au  point  [x,y,  z),  se  calculera  par 
les  composantes 

d'^<r'  d<?-T'  ôV<:-'' 

(466)         A3.=  -^,    Be,=  -^,    Ce'=-^ 

^^      ^  ^  dx  ^  a  Y  ^  ôz 

de  la  force  directrice  de  G'  en  ce  point,  en  traitant  a^  et  a.,  comme  des 
constantes  dans  les  dérivations.  Alors  on  déduira  de  (462)  et  (464) 

et  de  (281) 


]  8        r'^'  4 


(468)      '  '' 


(465)  devient 

(469)  x.  =  |./=(^^-R'=  +  a: 

d'où  (/|66) 

,    As.=  4;ir/3a;:(i-^), 

(470)  ,  Bs-=^''?'3r-^(i-^'). 
Cs,=  4.,'[3.^(,-:^)-6a'+5R'»; 
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Pour  uwc  spluMO  j)l(Mn(\ 


*2(>I.  La  fonrlioii  ( /|()())  ne  satisfait  pas  à  la  définition  (23)  d'un 
|)Ot('nli('l  :  cWc  wnicrmc,  nuire  x,  y  vl  z,  deux  variables  <7,,  «,,,  intlé- 
pendantes  des  trois  premières  dans  le  calcul  des  dérivées  qui  repré- 
sentent l'aclion  au  point  [x,y,z)  :  en  sorteque,  j)our  calculer  l'action 
en  un  aulre  point,  il  faudrait  donner  à  «,  et  a.,  d'autres  valeurs.  On  va 
voir  en  effet  (§  XV)  qu'un  courant  feimé,  à  trois  dimensions,  n'a  pas 
de  potentiel  en  un  point  intérieur,  et  il  n'y  aura  pas  de  contradiction. 
T.a  fonction  (/i6f))  est  de  même  nature  que  celle  qui  a  été  définie 
11'*  17i)  sous  le  nom  àc  potentiel  locaL  du  magnétisme  terrestre,  sans 
examiner  si  le  magnétisme  terrestre  a  ini  potentiel. 

I/équation  (470  donne,  pour  la  force  directrice  à  la  smface,  en  y 
faisant  <?  =  R', 


(472)  D==:  i,7ry'RV3z-^  +  R-. 

Au  pôle, 


=  R'2; 


d' 


(l  ou 


l)=;-;r7'R'^ 

Or,  au  pôle  magnétique  de  la  Terre,  l'intensité  totale  a  été  trouvée 
égale  à  i4  unités  anglaises  ou  lo'**'  C.G.S.  Si  donc  on  attribuait  le 
magnétisme  terrestre  à  un  courant  sphérique,  et,  si  la  loi  de  l'intensité 
cubique  satisfaisait  à  l'équation  [l\jç))^  cette  intensité,  à  la  surface,  serait 
ï'=  ^'R'sinS';  d'où,  en  substituant  la  valeur  de  q\  tirée  de  l'équa- 
tion (472)» 

i5D    .    ., 

et,  en  adoptant  la  valeur  D  =  lo'**'  '  , 

i  r^  10''''*'     sinô'C.G.S.^  lo»'^»'-    sin$'«"'n. 
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Cxtte  intensité  est  rapportée  au  centimètre  carré;  ce  qui  donne 
()^'"P,o4sin$',  soit  6'^'"Psin5'  par  hectare.  Ce  courant  marcherait  vers 
l'ouest  magnétique. 


§  XV.    —    ACTIONS  PONDÉROMOTRICES  Dl'N  COURANT  PERMANENT, 
A    TROIS     DIMENSIONS,     SUR     LES    COURANTS     INJÉRIEURS    A    SON    VOLUME. 

Actions  sur   un  élément  de  courant  intérieur. 

Un  seul  principe  (n°2io)  a  suffi  pour  calculer  les  forces  pondero- 
motrices  reçues  et  produites  par  les  courants  fermés  permanents,  dans 
le  cas  où  le  corps,  qui  reçoit  l'action,  ne  fait  pas  partie  du  système 
agissant.  Une  hypothèse  est  indispensable  pour  aborder  le  cas  con- 
traire. 

262.  L'action  d'un  courant  fermé,  à  trois  dimensions,  e',  sur  un 
élément  de  courant  intérieur 

\ds  ^  idzs  (4^5)» 

sera  regardée  comme  calculable  par  les  équations  (ii)ou  (43i;,  dé- 
montrées pour  le  cas  où  l'élément  est  en  dehors  du  courant  agissant. 

Cette  hypothèse  est  v  ériliée  par  toutes  les  formules  proposées  jus- 
qu'ici pour  représenter  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  cou- 
rants; car  elles  donnent,  pour  l'action  d'une  partie  infiniment  petite 
de  Z'  sur  un  élément  de  courant  intérieur,  une  force  unique,  appliquée 
à  cet  élément,  infiniment  petite  par  rapport  au  produit  id-a^y  et  dès  lors 
par  rapport  à  l'action  du  reste  de  G'. 

Il  résulte  de  l'hvpothèse  262  que  l'action  d'un  courant  fermé  perma- 
nent s',  à  trois  dimensions,  sur  un  de  ses  éléments  id-^,  se  réduit  a 
une  force  unique,  représentée,  dans  un  système  rectangulaire  d'axes  à 
gauche,  par  les  formules  (43i) 

[  (£',  ïcfe)^=  (Ce    —  B(r   c^c7, 

;47:i)  )  (£',  ^Vfe),  =  (Au-  —  ^x  '  d^, 

\  (o',  iVnjj  —  (B«   —  kw)drz, 

Joiirn.  de  Math.  (4*  série),  tome  l.  —  l"asc.   IV,   i883.  -^^ 
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(M)  po>ant 

(W)  A  =  ^-^,     ,;=__._,     C::=^-^  (440 

râ^  CT^  pF 

formules  clans  lesquelles  î:?'  désigne  le  volume  de  c',  /•  la  dislaMC(!  (\u 
point  (a;,  y,  z)  de  l'élément  <^fo  au  point  {oo' ,y  ,  z')  de  l'élément  rfe',  et 
a',  t»',  (t^'  les  composantes  du  courant  en  ce  dernier  point. 

L'hypothèse  2G2  cnI  admissible,  pourvu  que  les  fonctions  (474) 
soient  finies  et  déterminées.  Or  c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  bien 
eoiniue  des  attractions  récij)roques  aux  carrés  des  distances,  dans 
laquelle  les  fonctions  (47'^)  sont  les  potentiels,  au  point  [x,y,z),  de 
trois  masses  fictives,  de  volume  ^7',  ayant,  au  point  [.T,y,z),  les  den- 
sités II',  e',  iv'.  On  sait  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
sont  finies  et  déterminées,  même  à  l'intérieur  des  masses  agissantes. 

265.  Quand  on  admet  les  formules  de  M.  Reynard  (3^9  et  38o), 
les  formules  (473),  (474)  ^t  (47^)  s'étendent  au  cas  où  le  courant  s' 
n'est  pas  fermé;  car  alors  les  formules  (373),  (374)5  (^77)  et  (378) 
s'étendent  au  cas  où  la  ligne  S'  n'est  pas  fermée.  Si  on  la  désigne  par 
s',  on  déduit  des  équations  (377) 

[  {ll's\lds)^=l{Cdy  -Wdz), 

(47(3)  '  {lYs\lds)y  =  l{Adz  -Cdx), 

{  {lVs\lds),  =  l{[\dx  -  Ady), 

en  étendant  le  signe  1  à  tous  les  courants  linéaires  non  fermés  l's'  dans 
lesquels  £'  se  décompose,  et  posant  (374  et  373) 

/,     ,M  .         dR        ÔG       ^        ÔF        ÔH       ,,        dG        âF 

(474')  ^=Â Î-'    1^  —  1 1-"'    ^=1 3-' 

^    '     -^  or         oz  oz         dx  dx        dy 


('i")  ^-S^X'^^^^'-  «=S'l'^^'*.  ^=^(^% 


ds 
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On  voit  que  les  formules  (476),  (474')  et  (477)  deviennent  (/,73),  (47/1 
et  (4? 5)»  quand  on  y  substitue  (427), 

(  478  )  1  djc  =  a  dzô,      \dy  ^=  V  dzs,      Idz  =z  w  r/zô. 


Energie  W£,\Q  de  l'action  d'un  courant  fermé pernianenl  S',  à  trois  dimen- 
sions, sur  un  courant  fermé  Q,  dont  la  ligne  S  est  flexible  et  inextensible, 
mais  dont  l'intensité  I  reste  constante. 

264.  Cette  énergie  a  été  calculée  (n°  89)  en  supposant  tous  les 
points  du  courant,  qui  recoil  l'action,  extérieurs  à  e'.  Il  s'agit  unique- 
ment d'étendre  tout  ce  qui  a  été  établi,  dans  le  §  lY,  au  cas  où  la 
ligne  S  est,  tout  entière  ou  en  partie,  à  l'intérieur  de  e'.  Par  une  con- 
ception abstraite,  il  faut  réduire  S  à  une  ligne  géométrique,  doni  le 
courant  est  parfaitement  isolé  de  G',  de  manière  que  les  deux  courants 
coexistent,  sans  que  la  présence  de  l'un  modifie  la  marche  de  l'autre. 
Or  toutes  les  propriétés  établies  dans  le  §  IV  repose  nt  sur  les  for- 
mules (il)  et  (20)  :  les  premières  ont  lieu,  par  hypothèse  (n"  262), 
dans  le  cas  actuel;  et  la  dernière, 

,,     .  àx      on      dc 

(^>^^^  ^  +  d7  +  ^^-^' 

se  déduit  immédiatement  des  équations  (47'^l)-  L'action  de  a'  sur  £  est 
donc  encore  exprimable  par  une  énergie 

(480)  W3,^3  =  -  I//(Aa  -t-  B.S  H-  Cy)dA 


A 


ou 


(48.)  We-2  =  -k,=  -i£s; 

(482)  a,   |S,   7     et     E^     ou     sg 

désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  positive  de  dA,  et  le 
flux  de  force  que  G'  envoie  sur  la  face  négative  de  A,  et  qui  ne  dé- 
pend que  du  contour  S  de  cette  aire,  comme  l'exprime  la  notation  st;. 


3r)2  i.K  conniER. 

2Gt».  L'tMiergie  (/|8o)  ropri'\s(Milc  (MuoroK'  travail  vii-tiicl  do  Tarlioii 
i\c  Z'  sur  lo  rouraiit  C,  défornu'  sans  faire  varior  1,  jusqu'à  ce  quo  son 
airo  A  s'ovanouissiv  Elle  a  eiicoiv  jM)ur  expression  (109'") 

F,  G,  Hélant  les  fonctions  (. '17;));  d'où 

'     '     V/rr'  ,      ,  (J.r  à)  ,  (h 


.m)  M-,s=-ir*/'/ï'-^(«i.:' 


i'  -^  -f-  «r 


.s 


(485)  Wg',£=-  1/"   fisfffj_cos,{\,i')di:^'. 

"  0        '    •    ' 

Au  nioven  des  sul)stitntions  (427'),  les  trois  formules  (483),  (484). 
(485)  donnent,  pour  l'énergie  des  actions  élecfrotlynaniiques  qu'un 
courant  fermé  G'  exerce  sur  lui-même,  cIzô,  dzô'  désignant  deux  élé- 
ments de  son  volume  rr'  : 

Wc.G  -    I   f  f[Vu'-hGi>   -hUi\'')d77.' 

rr      ' 
I  l'  l'  i\i      1'  r  r nu' -\- vv' +  \\w'   ,    , 

(486)     {        '=~JJ.r''JJJ ? ^'^ 

CI'  CI' 


L'équation  (48o)  comprend  le  cas  d'un  élément  k  de  solénoide,  ri- 
gide et  permanent,  dont  l'intensité  I  est  constante,  et  dont  le  fil  con- 
ducteur est  réduit  à  une  ligne  géométrique  S,  parfaitement  isolée,  en 
sorte  que  les  deux  courants  G'  et  k  coexistent,  sans  que  l'un  modifie  la 
marche  de  l'autre.  X  désignant  son  aire,  k  =  IX  son  moment,  et  a,  /3,  7 
les  cosinus  directeurs  de  son  axe  4^,  (480)  devient 

(487)  W^-,/.=.  -  k(Aa  +  B/5  +  Cy\ 

(487')  W3.,:=-kDcos(D,.J. 
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Les  équations  (487)  et  (i  22)  étant  de  même  forme,  l'action  de  z'  sur 
k  rigide  se  réduit  à  une  force  appliquée  à  k  et  à  un  couple,  exprimés 
par  les  formules  (12/1)  et  (12$)  ou  (127). 

2()6.  Quand  on  admet  les  formules  (379)  et  (38o)  de  M.  Rcynard, 
les  propriétés  et  les  formules  qui  précèdent,  (48o),  (482),  (48*5),  (484). 
(485),  subsistent  pour  un  courant  non  fermé  et  permanent  Z' ,  à  trois 
dimensions. 

267.  Lemme.  —  Etant  donné  un  courant  permanent  non  fermé  £',  a 
trois  dimensions,  les  fonctions  (474)»  quand  on  y  substitue  (47^),  sa- 
tisfont à  l'identité 

A  A  «^ 

les  notations 

(489)  A,  L,  zô',   a',  ^,  4^,   p,  j,  f     et     «,  /3,  7 

étant  définies  de  la  manière  suivante  :  A  désigne  une  aire  quelconque. 
L  son  périmètre,  parcouru  des  pieds  à  la  tête  d'un  observateur  qui  voit 
à  sa  gauche  la  normale  positive  4^  de  dh.\  zô'  le  volume  du  courant  G', 
et  a'  sa  surface,  dont  l'élément  da  a  sa  normale  extérieure  i^'  positive; 
p  la  distance  de  d<j'  à  dA.',  y,  f  (11°  250)  les  composantes  du  cou- 
rant S'  suivant  4^  et  4^';  et  a,  jS,  y  les  cosinus  directeurs  de  s\ 

En  effet,  on  a,  pour  un  système  rectangulaire  d'axes  à  gauche, 
l'identité  (7) 


'Xùx  +  ^dy  +  Cd: 


(490 


di 


et,  en  vertu  des  équations  (474)» 

^^^^  '     dr        dz  "^  ÔJ^'  ^  ây-  "^  âz-'  ^  d7v  \d7c  '^  dy  '^  'dz. 


39^  l'K    CORDIKIl. 

Or  la  loiution  F  (/i^S)  est  \c  potciilicl,  an  |)oinl  [x,y,z),  cl»'  la  masse 
fictive,  (le  volume  n',  qui  a  pour  densité  u  en  ee  point  et  ii'  an  point 
y.r'.  \\  z)  ;  (l'on 


49- 


Ou-  "^  dr^ 


0-V  . 


On  penl  cieioinposer  le  volnnie  zs'  en  plusieurs  autres  w' ,  w^^,  ..., 
auxqnel>  correspondent  autant  de  fonctions  V^„  F^,  ...  de  la  ("orme (/j 7 5), 
et  assez  petits  pour  que  toute  ligne  du  courant,  qui  a  des  points  dans 
rr^,,  ait  un  point  d'entrée  1  et  un  point  de  sortie  2  sur  sa  surface  ^r^,,  et 
l'on  aura 


77   =  ST     -h  ZS     +  .  .  . , 


VI93) 

49'i)     F  =  F,.  4- F, -+-...,     (i  =  G,,4-G,-i-...,     II  =  1I„+II,  +  ... 
Or 


5  =  .^///7'''''  =  Sl. 


r 
J7' 


dx'    = 


-1^'r 


-T—.dx', 
or 


en  faisant  la  substitution  (47^)  fit  étendant  le  signe  ^  à  tous  les  canaux 
trontpiés  qui  conduisent  les  courants  d'intensités  linéaires  I„,  et  dont 
les  volumes  ont  poiu'  somme  zs'  : 


ÔG 


dx' 


à'- 


en  vertu  de  (42G);  d'où 


dj: 


dx   ^~    ôy  dz 

d¥,,        ÔG,        dhl. 


ày 


dz 
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Ajoutant  loutes  ces  équations  membre  à  meml)re,  et  observant  qu'a 
chaque  élément  clz^  .,  =  ch'^  ^  de  la  cloison  7^^,  qui  sépare  deux  vo- 
lumes contigus  n'p,  zs'^,  élément  par  lequel  un  même  courant,  d'inten- 
sité r,  sort  de  ct^  et  entre  dans  z;'^,  correspondent,  sous  les  signes  2'  et 

2' ,  deux  termes  '^^^  (h'  .,  ou  —  et  —  da\, ,  ou  —  qui  se  détruisent, 

r^,o  et  r^^  étant  identiques;  on  aura  (494)>  en  ne  conservant  que  les 
éléments  de  7', 


495) 


d-jc 


()0        ^  _      V  ■'' 

dy         dz  ^  z 


(h 


Substituant   (492)  et  (495)  flans  (49i)>  on  trouve  la  première  des  re- 
lations suivantes  : 


^,-^-^nu  = 


dx 


(496) 


a' 

-r—     -r—    4<i.(V    -T-       >—  ai 

ax        uv  oz  ^  p 


dz 


âC 
dx 


['.dA=  %d\, 
âz 


ydA 


à': 


dA. 


Multipliant  chaque  équation  par  celle  qui  se  trouve  sur  la  même 
ligne,  et  ajoutant  les  trois  produits,  on  trouve  une  équation  relative  a 
un  élément  quelconque  ^A,  d*ns  laquelle  on  substituera  [-l'^o];  et 
la  somme  de  toutes  les  équations  analogues,  étendue  à  tous  les  élé- 
ments de  l'aire  A,  donne 


(497) 


ÔB 
dz 


âz 


dC 
dx 


dB 


dv  I 


/A 


(i: 


A  A  -^ 

On  voit  que  (49°)  et  (497)  démontrent  (4*^8  ). 


^t)(")  LF    CORDIKR, 


Co/isi'(/iH'/iC('s  (/il  hiiinic  "KSI  y  dans  le  cas  où  le  courant  Z'  est  feinte. 

26S.  Si  lo  courant  z'  est  fermé,  on  a,  par  clcdnilion,  y'—  o  poin- 
tons les  éléments  dn'  do  sa  surface;  alors  les  équations  ['\\)o)  et  (/|<)()) 
(le\  iennenl 

4()8  )  /        -=^ ^^r^ (Il  z=  4  7T  \     /  (l\  . 

«    0  "  -^ 

A 

,     ,  dcc'     dv>z      ,        <^^^'     d('^z'      ,        à\'>z'     o\z' 

^'•'      av  ôz  ()z  ().r  O.r  ây> 

Dans  ces  fornuiles  (  '198)  et  (499)?  '''^''^  n'emj)èelie  de  sup|)Oser  que 
le  courant  fermé  Z'  est  composé  de  plusieurs  parties  séj)arées,  et  com- 
prend tous  les  courants  existant  dans  l'espace.  Soient 

(■)Oo)  D ,    et  A  y,  By,  Cf-,     J)j,  et  A,  ,  B,  ,  (^ 

les  forces  directrices  et  leurs  composantes,  an  point  {^',y,  ^),  forces 
dues  au  système  A'  de  tous  les  aimants  existant  dans  l'espace,  et  du 
magnétisme  terrestre  T'.  Le  système  y/' ayant  un  |)otenliel  en  tout  point 
de  l'espace,  on  a,  en  tous  les  points  do  l'aire  A, 

.     ,ôCr       on,  i)\r       OCr  dB  r       0\r 

(Doi)-T j— =  o, — =  o,         — r — =  o; 

^         '     ôr  0:  Oz  Ou;  Or  Or 

et  l'équation  (49'>)  donne 


.      ,                         r^AyiO-f  +  tirOv-h^rrOz 
.02)  /     ^r^ c/i 


Si  l'aire  A  a  des  dimensions  assez  petites,  par  rapport  à  celles  de  la 
Terre,  Aj  ,  B^-,  Cj-  peuvent  y  être  regardées  comme  constantes,  et 
leurs  dérivées  comme  nulles.  Dans  ce  cas,  on  a  sensiblement,  en  vertu 
de(l9o), 


^     ,  Aj' O-f -h  h j' Oy  +  Cj' Oz 


r  '  Aj'  0.r  +  Bj'  Or  -h  Ct'  Oz   ,, 

or '"  =  ''- 
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La  force  directrice  Dj^'  du  système  M'  de  tous  les  corps  existant  dans 
l'espace,  et  agissant  au  point  [x,y,  s),  a  pour  composantes,  en  ce  point, 

(5o4)  B^,=  Br-  +  Bj  -+-Bt, 

Ajoutant  membre  à  membre  (498),  (5o2)et(5o3)  et  substituant  (5o4', 


on  a 


[^oj]  J     j-^ dl=[^n2^jdk 


Ajoutant  membre  à  membre  (499)  et  (  joi),  et  considérant  seulement 
le  cas  où  l'on  peut  traiter  comme  nulles  les  dérivées  premières  de  A^-, 
By  et  Cx',  on  a,  en  substituant  (5o4), 

^         '    or  Oz  ^  àz  ojc         ^  ()x  or 

On  déduit  de  (5o5)  le  principe  suivant  : 

269.  Pour  que  le  système  M'  de  tous  les  corps  produisant  des  forces 
pondéromotrices  observables  ait  un  potentiel  V,  bien  déLerminé  eu 
tous  les  points  d'un  volume  donné  zs,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  n'existe 
pas  de  courant  électrique  à  l'intérieur  de  ce  volume. 

Cette  condition  est  nécessaire;  car,  si  l'aire  A  a  tous  ses  points  dans 
un  volume  w,  où  elle  est  satisfaite,  l'intégrale  (5o5),  étendue  à  tout  le 
périmètre  d'un  élément  de  surface  </A,  intérieur  à  zs,  sera  identique- 
ment nulle;  et,  le  second  membre  [\Tij dK  l'étant  aussi,  on  aura  y"  =  o. 
Ainsi  l'électricité  ne  peut  traverser  aucun  élément  de  surface  intérieur 

à  Z5. 

Réciproquement,  s'il  n'existe  aucun  courant  dans  le  volume  ts,  on  a 
vu  (  22)  que  le  système  M'  a,  en  tout  point  [x,y,z)  de  ce  volume,  un 
potentiel  V,  fonction  des  trois  variables  indépendantes  [oc^y^  z),  ayant 

Journ.  de  Math.  (4''  série),  tome  I.  —  Fasc.  IV,  i885.  ■^^ 


3C)H  Li:    COUDIKR. 

pour  iliriérenlitllc  lolalc 

d\  =  —  A  „.  dx  —  \\:^i  dy    -  C  „'  dz . 

Les  équations  (5o6)  ont  été  données  par  Maxwell  (vol.  Il,  p.  ■>.'i\), 
sous  le  nom  à' équations  des  courants  électriques. 

270.  Si  l'aire  A  a  tles  dimensions  eomparables  à  celles  de  la  Terre, 
on  ne  peut  plus  y  regarder  A  y-,  Wj,  Cy-  comme  constantes;  et  l'usage 
«le  l'équation  (5o5)  cesse  d'être  légitime.  Alors,  soient  OÏL'  le  système 
de  tous  les  courants  et  de  tous  les  aimants  existant  dans  l'univers, 
D.oil'  sa  force  directrice  au  point  (^,  r,  s);  les  composantes  de  cette 
force  sont 

(5o7)  Aoiv^A-'-h  A^',     Bon.'  =  Bc'+lir,     Q),^' =:(:--  + C  y. 

Au  moyen  de  ces  notations,  on  a,  en  ajoutant  membre  à  membre  (/198) 
et  (5o2),  puis  (499)  et  (  5oi), 


(  oo8  )  j     ^ dl  ^-  4  TT 2^./  dX , 


~i — ï —  =  4  ^"5 

\    ~. ^, =  '\TIW. 

or  0} 

271.  L'équation  (5o8)  pourrait  servir  à  calculer  l'intensité  totale 
du  courant  électrique  qui  traverse,  à  un  instant  donné  /,  une  aire  A, 
j)rise  à  la  surface  ou  dans  l'intérieur  de  la  Terre,  en  assimilant  le  magné- 
tisme terrestre  au  système  OÏL',  c'est-à-dire  en  admettant  qu'il  soit  dû 
imiquement  à  des  courants  électriques  et  à  des  aimants,  seuls  corps 
connus  qui  produisent  des  forces  pondéromotrices,  si  l'on  pouvait  en 
mesurer  les  composantes  A^)-^-,  ^:)\^^',  C^^^^  ,  à  l'instant  t,  en  des  points 
pris  sur  le  contour  L  de  A,  et  assez  nombreux  pour  donner  une  valeur 
approchée  de  l'intégrale  (5o8).   Les  équations  (  J09)  donneraient  les 
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composantes,  en  un  point,  de  l'intensité  culjique  des  courants,  soit  tcl- 
luriques,  soit  atmosphériques,  si  l'on  connaissait  les  lois  des  variations 
des  composantes  A^]^-,  B^)]^,  C^)-^',  en  fonction  des  coordonnées  géo- 
graphiques et  de  l'altitude.  Les  physiciens  regardent  aujourd'hui  les 
courants  atmosphériques  comme  nuls,  ce  qui  fournirait  des  relations 
entre  les  observations  magnétiques.  Mais  il  en  est  autrement  des  cou- 
rants telluriques  :  par  des  mesures  simultanées,  faites  à  la  surface  et  à 
l'intérieur  de  la  Terre,  on  étudierait  ces  courants;  ce  qu'on  ne  peut 
faire  par  la  différence  de  potentiel  entre  le  sol  et  une  extrémité  d'un 
fil  métallique  isolé,  dont  l'autre  extrémité  communique  avec  la  Terre. 

Action  d'un  courant  fermé  fixe  et  permanent  £',  à  trois  dimensions, 
sur  un  sole noïde  fixe  et  fermé  %. 

272.  Soient  L  une  ligne  fermée,  et  ^  un  arc  qui  en  fait  partie.  Si 
les  tangentes  positives  de  L  sont  les  axes  d'autant  d'éléments  k  de  solé- 
noïdes,  d'intensités  l,  dont  les  aires  \  partagent  L  en  éléments  ^^,  et 
si,  en  tous  les  points  de  L, 

(oio)  :rT  =  "lie  constante  p.,  (8) 

tous  les  éléments  k  de  solénoïde  constitueront  un  solénoïde  fermé  S, 
dont  l'axe  sera  L.  Il  faut  supposer  encore  que  ces  courants,  parfaite- 
ment isolés,  sont  des  lignes  géométriques,  dont  la  présence  ne  modifie 
en  rien  la  marche  de  z' .  Il  résulte  de  la  formule  (247  )  que  s'  n'agit  pas 
sur  le  solénoïde  S,  quand  celui-ci  est  tout  entier  en  dehors  de  £'.  Mais 
on  va  voir  qu'il  agit  dans  le  cas  contraire. 

En  effet,  les  actions  mutuelles  de  G'  et  d'un  élément  k  du  solénoïde  ^s 
étant  représentées  par  l'énergie  (487) 

les  actions  mutuelles  des  corps  3'  et  s  le  sont  par  l'énergie 

(o;2)  We-,>^-=-fW     j;7 ^O 

•^0  ^ 


'|,)0  I.E    COR  1)1  h  H. 

ri,  on  subsliUianI  >  i^H,. 

A 

A  désignant  iiiu>  iiappr  do  suvWxco  assujctlir  lunqinMnciil  a  avoir  •;  pour 
|)érimèlre.  L'équation  (  |2())  poUNant  s'rniiv 

(5i4)  ./ =  M'os;/,  c^' 

on  a  aussi 

(5i5)  Wc'.,s=-'|7îp-/  /  icos{i,^)d\. 


Or  leuergio  ilo  raction  de  Z'  sur  im»  couraiU  liiM'auc  liclil  C,  d'inten- 
sité irr/Jt,,  qui  parcourrait  L  dans  le  sens  positif,  es! 

(h(>)  W^.^=-',-y.  /'/Dros(I),  r  )r/A.  (/|8o) 

en  observant  cpic  Aa -h  H,S -h  C7  =  l)cos(n,  4^).  On  passe  (le(.>i())à 
(5i5),  en  reinpiarant  la  force  direciriee  1)  (!<•  C'  par  l'inlensité 
cubique  i  au  même  point,  pris  sur  Irlémcnl  r/A,  ou  encore  le,  flux  de 

force  /    /  Dcos  1),  ^)  (/A  i)ar  le  (lux  d'élcctricilé    j    j  /eos(/,  J^)^/A, 

a"  a 

entrant  par  la  face  né^^ativc  de  la  même  aiic  \.  On  peut  donc  faire 
cette  substitution  dans  rmoncc  !i(»,'>,  et  l'on  ol)ti<nl  le  stiivant. 

275.   L'énergie  W^-  ,5(5i5)  représente  le  travad  virtuel  de  l'action 

de  Z'  sur  le  solénoïde  -S,  déformé  sans  faire  varier  p.  —  ^],  jusqu'à  ce 

que  l'aire  A,  limitée  par  son  axe  4^,  s'annule,  lors  même  que  I,  ).  <'t  04^ 
varieraient. 

274.   En  supposant,   comme  précédemment,  que  la  présence  du  solé- 
noïde a,  à  L' intérieur  de  Z\  ne  change  pas  les  lignes  de  ce  courant,  et 
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de  plus  que  ce  solénoïde  soit  continu,  c  est-à-dire  sa  surface  parcourue 
par  un  courant  à  deux  dimensions,  d'intensité  superficielle  [défini- 
tion 45o) 

d{  étant  C  intensité  linéaire  de  la  partie  comprise  entre  les  sections  droites 
qui  interceptent  sur  L  l'élément  dj^;  si  l'on  décompose  le  courant  s'  et 
son  volume  FI  chacun  en  deux  parties  c  et  c\  zs  et  tz'  l'une  intérieure 
à  rS,  l'autre  extérieure  et  accentuée;  alors  les  actions  de  z'  sur  s  et  de  >; 
sur  c  sont  de  nature  à  se  faire  équilibre  sur  un  système  rigide. 

lin  ctVel,  les  actions  mutuelles  des  deux  courants  fermés  S'  et  S  jouis- 
sent de  cette  propriété;  et  tout  revient  à  démontrer  que  -S  n'agit  pas 
sur  c  .  Or  son  action  sur  un  courant  linéaire  fictif,  fermé  et  rigide, 
placé  dans  zs\  est  nulle,  en  vertu  du  principe  25,  combiné  avec  celui 
de  l'action  et  de  la  réaction.  Donc  sou  action  sur  un  élément  du  cou- 
rant c',  réductible  à  une  force  appliquée  à  son  milieu  (n"  *27*),  est  nulle 
(n**  113);  et  dès  lors  son  action  sur  c'  l'est  aussi. 
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Sf/r  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolution, 
fixé  par  un  point  de  son  axe; 


Par  m.   g.   DARBOUX. 


l^ans  le  Tome  II  de  la  nouvelle  édition  des  Œuvres  de  Jacobi  ont 
paru,  pour  la  première  fois,  des  fragments,  présentant  le  plus  haut 
intérêt,  d'un  travail  que  l'dlustre  géomètre  avait  préparé  sur  le  mou- 
vement d'un  corps  pesant  de  révolution,  suspendu  par  un  point  de  son 
axe.  On  a  souvent  attribué  la  solution  de  ce  problème  à  Poisson,  qui 
l'a  traité  en  effet,  en  le  considérant  comme  entièrement  nouveau,  dans 
un  Mémoire  inséré  en  i8i3  au  XVP  Cahier  du  Journal  de  i École  Poly- 
technique. Mais,  en  réalité,  l'étude  de  cette  belle  question  avait  déjà  été 
faite  par  Lagrange;  elle  est  développée  dans  la  première  édition  de  la 
Mécanique  analytique,  qui  a  paru  en  i  788. 

Dans  les  Mémoires  dont  nous  devons  la  publication  à  M.  Weier- 
strass,  Jacobi  énonce  et  démontre,  on  peut  le  dire,  un  remarquable 
théorème  d'après  lequel  le  mouvement  de  rotation  du  corps  pesant 
peut  se  ramener  à  une  combinaison  des  mouvements  de  rotation  de 
deux  solides  différents  sur  lesquels  n'agirait  aucune  force  accéléra- 
trice. Tout  récemment  M.  Halphen,  dans  une  Note  insérée  au  Tome  C 
fies  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  a  donné  au 
théorème  de  Jacobi  une  forme  nouvelle  et  énoncé  une  série  de  ré- 
sultats que  nous  démontrerons  dans  ce  travail.  M.  Halphen  n'a  pas  fait 
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coniiailro  la  métliode  qu'il  a  suivie,  (H  (jui  repose  sans  doute  sur 
l'emploi  (les  fonctions  elliptiques.  La  dénionslration  (pie  nous  allons 
donner  du  ihéoiTnie  de  Jacobi  est  directe  et  ék'Miienlaire  :  elle  nous  a 
conduit  à  (pielques  propositions  nouvelles,  relatives  à  la  rej)résenta- 
tion  cint'uialique  du  mouvement,  propositions  dont  le  dcveloppemenl 
est  surtout  le  but  de  la  présente  étude. 


I. 

Nous  rappellerons  d'abord,  en  queUpies  mots,  les  Ibrnudes  de  La- 
j^range  et  de  Poisson.  On  rapporte  le  mouvement  à  un  système  d'axes 
fixes  OX,  OY,  OZ,  dans  lequel  l'axe  des  Z  est  dirigé  vers  le  bas.  I.e 
corps  est  rapporté  à  un  système  d'axes  O^,  Ov,  Or,  j)()ur  Iccpiel  i)z 
coïncide  avec  l'axe  du  corps.  Soient 

A  le  moment  d'inerlie  par  rapport  à  Ox  et  Oj; 

G  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  O:;; 

/;,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  relatives  aux  axes  mobiles  O^', 

Ov,  Oc; 
u  le  cosinus  variable  des  deux  axes  des  z,  c'est  à-dire  de  l'axe  du  corps 

avec  la  verticale; 
enfin  a",  //',  u  les  cosinus  des  angles  de  la  verticale  OZ  avec  les  axes 

mobiles. 

Les  trois  intégrales  de  Lagrange  sont  les  suivantes  : 

1   r  =  n, 
(i)  <   Apa" -h  \qb" -h  Cru— 2Mj, 

{   A  {/)-  -\-  q-    =2  k\)u  -h  2  A  1 1 . 

Dans  ces  formules,  n,  L,  H  sont  les  constantes  introduites  par  l'in- 

C     , 
tégration;  D  et  ^  dépendent  de  la  constitution  du  corps  et  le  définis- 
sent, au  point  de  vue  mécanique,  dans  le  problème  qui  nous  occupe. 
Si  l'on  introduit  les  trois  angles  d'Euler,  (p,  ^  étant  les  angles  de  Ox 
et  de  OX  avec  l'intersection  des  deux  plans  des  xy,  et  0  l'angle  des 
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deux  axes  des  z,  on  déduira  des  formules  (i)  les  suivantes 


(2) 


'^^  r=F(?/)  =  (2DM+  2TI)(i  -m^)-4(b«-l; 
d<\i  2B«  —  2L 

6^^  1  —  «^ 


f      </*  ,,  2  B  —  2  L  » 

-T7  =  n  —  2B  +  ^ r-' 

\     ut  I  —  //- 

où  l'on  a  désigné  par  B  le  quotient 

(3)  B=^. 

^    ^  2A 

Il  ne  restera  plus  qu'à  effectuer  des  quadratures  elliptiques  pour 
obtenir  /,  ©,  4»  t^n  fonction  de  u,  et  ainsi  le  problème  sera  complète- 
ment résolu. 

On  déduit  des  équations  précédentes  une  conséquence  importante. 
Désignons  par  (P)  le  corps  pesant,  et  considérons  un  corps  auxi- 
liaire (P')  qui  serait  animé,  par  rapport  au  précédent,  d'une  vitesse 
constante  de  rotation 

2B  —  n  =  — r —  n 
A 

autour  de  l'axe.  La  position  de  ce  corps  auxiliaire,  dont  le  mouvement 
est  lié  d'une  manière  si  simple  à  celui  de  (P),  sera  déterminée  par  les 
trois  angles  d'Euler 

6,  'h     et     (p,  =  ©  4- (2B  —  n);. 
On  aura  donc,  d'après  la  troisième  formule  (2), 

chi         2B  —  2  L« 
dt  I  —  «^ 

Par  suite,  les  formules  qui  définissent  le  mouvement  du  corps  (P') 
ne  sont  autres  que  les  formules  (i),  où  l'on  supposerait 

(C-A)n 

2  B  —  n  =  o  =  7 

A 

Jourii.  de  Math.  (/('  série),  Tome  I.  —  Fasc.  IV,  i885.  ^^ 
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l.c  mouvcMiient du  corps  (!*')  osl  {loue  celui  que  prenclrail  un  corps 
pi'sant  pour  lc(juel  l'ellipsoRlc  dincrlicdu  point  fixe  se  réduirait  à  une 
sphère. 

Ce  mouvement  jouit  dune  propriété  de  réciprocité  (pi'il  convient  de 
signaler.  Les  lorinules  cpii  donnent  (p  et  '\i  se  cliaui^ent  l'une  en  l'autre, 
quand  on  remplace  iî,  L  respectivement  par  —  Ij,  —  B.  D'autre  part, 
si,  dans  l'écpiation  (jui  définit  ii,  on  pose 

(4)  II--.  ir-2n-\ 

elle  prend  la  forme 

(5)  ^  =  {2[)u-h-2n'){i  -  u^)  -  4B»-4L^+  8BL/^, 

qui  demeure  invariable  quand  on  y  remplace  \l,  T.  par  —  L,  —  B.  Ces 
faits  analytiques  s'interprètent  comme  il  suit  : 

Dans  le  cas,  auquel  on  peut  ramener  tous  les  autres,  où  l'ellipsoïde 
central  du  point  fixe  est  une  sphère,  le  mouvement  des  axes  fixes  par 
rapport  aux  axes  mobiles  est  un  de  ceux  que  prendrait  le  corps,  si  les 
conditions  initiales  étaient  changées. 


II. 

Après  avoir  établi  les  résidtats  précédents,  nous  allons  commencer 
la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi,  sous  la  forme  que  lui  a 
donnée  M.  Halphen. 

L'énoncé  le  plus  simple  de  cette  belle  proposition  est  le  suivant  : 

Si  l'on  considère  le  mouvement  du  corps  pesant  (P)  de  révolution  J/xé 
par  le  point  O,  on  peut  à  chaque  instant  déterminer  un  système  (Cj 
d'axes  Oxy,  Oy,,  Oz,  mobiles  autour  du  point  O,  tels  que  le  mouve- 
ment absolu  de  (C)  et  le  mouvement  de  [C)  par  rapport  au  corps  (P) 
soient  l'un  et  Vautre  identiques  au  mouvement  d'un  corps  solide  fixé  par 
le  point  O,  et  qui  ne  serait  soumis  à  aucune  force  accélératrice.  Le  plan 
invariable  est,  dans  le  premier  de  ces  mouvements,  le  plan  horizontal;  et, 
dans  le  second,  c'est  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  corps. 
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Toutefois,  il  faut  bien  comprendre  que,  dans  ces  deux  mouvements 
de  (C),  les  moments  d'inertie  sont  différents,  et  de  plus  qu'ils  ne  satis- 
font pas  nécessairement  aux  relations  d'inégalité  qui  caractérisent  les 
moments  d'inertie  de  tout  corps  réel.  Ce  sont  des  mouvements  qui 
satisfont  aux  formules  d'Euler,  où  l'on  regarderait  les  constantes  A, 
E,  G  comme  pouvant  prendre  des  valeurs  quelconques.  Si  l'on  se  rap- 
pelle la  représentation  géométrique  de  Poinsot,  on  peut  dire  que  l'on 
produirait  ces  mouvements  en  faisant  rouler  sur  un  plan,  non  plus  un 
ellipsoïde  d'inertie,  mais  un  ellipsoïde  quelconque  ou  toute  autre  sur- 
face à  centre  du  second  degré. 

Il  résulte  d'une  belle  théorie  de  M.  Sylvester  que  de  tels  mouve- 
ments peuvent  toujours  être  ramenés  au  roulement  d'un  ellipsoïde 
d'inertie,  accompagné  d'une  rotation  constante  autour  de  la  perpendi- 
culaire au  plan  invariable.  Cetle  remarque  établit  le  lien  entre  l'énoncé 
de  Jacobi  et  celui  de  M.  Halphen. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  absolu  des  axes  (C).  Si  p,  q,  r 
désignent,  dans  ce  mouvement,  les  composantes  de  la  rotation  rela- 
tives aux  axes  de  (C),  on  aura  des  équations  de  la  forme 


(6) 


Comme  elles  ne  contiennent  que  les  rapports  des  constantes  a,  b,  c, 
on  peut,  en  multipliant  ces  trois  constantes  par  un  nombre  conve- 
nable, écrire  l'intégrale  des  aires  sous  la  forme 

(7)  '-.-^$  +  '^,  =  ', 

^  '  '  Or'  b-  C 

et  l'intégrale  des  forces  vives  sera  alors 

(8)  /j! +  £!  +  ::  =  /,. 

^     '  abc 


dp 

dt 

= 

a{c  — 
bc 

b) 
—  qr, 

dt 

— 

b{a  — 
ac 

c) 

dr 
dt 

= 

c{b  — 
ab 

a) 
—  pq. 

',o8  c..     HARBOllX. 

Los  quatre  conslanlos  a,  h,  c,  h  caractérisent  le  premier  mouve- 
iDcnt.  On  peul  le  produire  en  faisant  rouler  sur  un  plan,  à  une  dis- 
lance  \^  du  centre,  une  surface  (E)  dont  l(>s  axes  auraient  pour 
carrés  o,  h,  c,  avec  une  vitesse  constannnent  égale  au  produit  de  \jh 
par  le  rayon  vecteur  qui  va  au  point  de  contact. 

Si  l'on  désigne  de  même  par/;',  q' ,  r'  les  composantes  de  la  rotation 
dans  le  mouvement  de  (C)  par  rapport  au  corps  (P),  on  aura  les  équa- 
tions suivantes 


cil 

= 

^ 

Iq'r' 

dq' 

(h 

b'i 

a'c' 

-),'.' 

dt 

c-\ 

h'  -  a' 
a'b' 

V.' 

a' 

-h 

b' 

/■'- 
-+-  — 
c 

=  li 

P" 

-h 

=  1, 

(lo) 


relatives  à  ce  second  mouvement  (E'). 

Les  cosinus  directeurs  qui  définissent,  par  rapport  aux  axes(C),  la 

verticale,  c'est-à-dire  la  normale  au  pian  invariable  du  mouvement  (E), 

sont  évidemment 

P     V     ^ 
abc 

De  même,  les  cosinus  directeurs,  relatifs  au  même  système  de  coor- 
données, de  l'axe  de  révolution,  qui  est  la  normale  au  plan  invariable 
du  second  mouvement  (E'),  sont 

a''    b''    c'' 

Il  suit  de  là  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  central  du  corps  (P),  re- 
latif au  point  O,  sera 

(m)        A(X^  +  Y^4-Z^)-(A-C)(4f^  +  Ç  +  4r^y=i, 
A  et  c  désignant  les  moments  d'inertie  déjà  définis. 
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Cela  posé,  puisque  //,  q' ,  r' désignent  les  rotations  dans  le  mouve- 
ment (E')  de  (C)  par  rapport  au  corps,  —  />',  —  q',  —  r'  seront  les  rota- 
tions dans  le  mouvement  inverse  du  corps  par  rapport  à  (C);  et,  pour 
avoir  la  rotation  absolue  du  corps,  il  faudra  composer  les  rotations  pré- 
cédentes avec  celles  qui  correspondent  au  mouvement  absolu  de  (C), 
et  qui  sont/?,  çr,  r.  Nous  obtenons  donc  le  résultat  suivant  : 

A  un  instant  quelconque,  les  composantes  de  la  rotation  absolue 
de  (P),  relatives  aux  axes  (C),  sont 

p-p',  g-q',  r-r. 

Nous  pouvons,  dès  à  présent,  indiquer  une  première  condition  à 
laquelle  devront  satisfaire  les  six  quantités jo,  p' ,  ....  Comme  la  pro- 
jection de  la  rotation  sur  l'axe  de  révolution  doit  être  constante  dans 
le  problème  qui  nous  occupe,  nous  aurons,  en  nous  rappelant  que 

p'     a'     /■' 
cette  constante  a  été  désignée  par  n^  et  que  -—,■>  j7^  —  sont  les  cosinus 

directeurs  de  l'axe  de  révolution. 


-->{P  -  p')  +  jyig  -  9')  +  ^  (^  -  ^')  =  ^ 

OU,  plus  simplement, 

^       ^  au  c 

* 

Pour  établir  les  autres  conditions,  nous  rappellerons  la  proposition 

suivante  :  Si 

(p(X,Y,Z)  =  i 

est  l'équation  de  l'ellipsoïde  central,  rapporté  à  des  axes  quelconques 

ayant  pour  origine  le  point  fixe  d'un  corps  mobile,  et,  si  p,  q,  r  sont  les 

composantes  de  la  rotation  relatives  aux  mêmes  axes,  la  force  vive  2T 

est  égale  à 

2T  =  (p(/?,  </,  r), 

et  les  projections  de  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement 
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sont 

2  dp     '.î  ()</      ^  ()/■ 

Or  nous  avons  ici  l'équation  (i  i)  de  roUipsoïdc  central,  et  aussi  les 
eoniposantos  de  la  rotation.  Nous  pouxons,  pai'  suite,  apj)li(|uer  la 
proposition  précédente,  et  nous  trouvons  d'abord,  pour  la  force  vive 
du  corps, 

(  i3)      2T  =  A  [ip-p'Y  -H  (</  -  q'Y  -+-  {r  -  r'Y]  -  (A  -  C)n\ 

en  tenant  compte  toutefois  i\o  l'équation  (12). 

QuaiU  aux  projections  de  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouve- 
ment, elles  «ont 

-Cx=  A (/>-;?')-  (A-C)/i'^, 

^    c,  =A(r-r')-(A-C)^^. 

Si  nous  conservons  les  notations  de  l'article  I,  il  faut  exprimer  que 
la  projection  de  l'axe  de  ce  couple  sur  la  verticale,  dont  les  cosinus 

directeurs  sont  -.  -■>  ->  est  constante  et  égale  à  2 AL.  On  aura  ainsi 
abc  ° 

l'équation 

ou,  en  faisant  les  réductions, 

(,5)    «i'  +  'Zf  +  '-2::  +  („  _  2Bj(^  +  f^  -H  'K)  =  h  -  2L, 

^       '      a  b  c  ^  '  \aa  bb  ce  J 

B  étant  la  constante  définie  par  l'équation  (3). 

Il  nous  reste  enfin  à  écrire  l'équation  des  forces  vives  que  l'on  peut 

mettre  sous  la  forme 

co^  =r  2  ï)ii  4-  2  H  +  n-, 


I 
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w  désignant  le  carré  de  la  rotation  totale.  On  a  ici 

et 

(r6)  ..=:cos5==^  +  ^  +  ^. 

^       '  aa  bb  ce 

On  aura  donc,  pour  l'équation  des  forces  vives,  la  forme  suivante  : 

\  \aa  bb  ce  J 

Pour  démontrer  complètement  le  théorème  de  Jacobi,  il  suffira  de 
montrer  que  l'on  peut  disposer  des  fonctions/?,  q,  r,  p',  q\  r'  de  ma- 
nière à  satisfaire  aux  équations  (12),  (i5),  (17)  qui  représentent  les 
trois  intégrales  premières  du  mouvement. 


III. 

Quelques  considérations,  que  nous  omettons,  relatives  aux  infinis 
des  fonctions,  montrent  immédiatement  que  l'on  ne  pourra  satisfaire 
à  la  relation  (17)  qu'en  posant 

(  1 8  )  p'  =a'p,      q'  =  p'q,     r' =  ^^' r, 

a',  P',  y'  désignant  des  constantes.  On  peut  remplacer  les  équations  (9) 
par  l'une  d'entre  elles,  jointe  aux  équations  (10);  en  sorte  que  les 
équations  qui  devront  être  vérifiées  prendront  la  forme  suivante 

''9^  bc         a'         b'c'^^        ^1' 


3' J  „2 


a'  ^      ^'      ^      c'      -''' 

20' 

^^  p^         ^ 

a'^-  ^     b'"'     ^    c'^ 


II2 


(21) 
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a  b  c' 

a'/)-  (  n  —  "xW 


I  4- 


-  2n( 


a  bu  ce    / 


et,  comme  p,  q,  r  no  peuvent  être  constantes,  il  (audra  (|ue  les  cinq 
ilernières  soient  toutes  des  combinaisons  linéaires  des  équations  (7)  et 
(8),  que  nous  écrirons  sous  la  forme 


(22) 


V 


:5  =1. 


n-  b-  c'- 


a-  b-  v- 

Nous  sommes  ainsi  conduits  aux  systèmes  suivants  : 

a'-  _  /i'-hl{/i  —  a) 


(23) 


a  a- 

b'  ~         b^        ' 

il'  =  h'-^ljh-c) , 

c'  ~  c^  ' 


(24) 


25) 


I  -1- 

«2 

> 

P'2 

I  + 

H.(A- 

-b) 

b'- 

b^ 

'(" 

I  4- 

Ix(A- 

-0. 

C'2 

c'^ 

> 

a' 

= 

n  -h 

A'+' 

.(/.- 

«) 

a' 

« 

P' 

= 

n  + 

A'+^ 

.(A- 

^) 

/>' 

Z> 

2 

y' 

n  -+- 

A'  +  ^ 

,(A- 

c) 
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Il  —  2IA  h  —  2L  +  p(/i  —  d) 


26 


// —  2  B\  _  // —  o.  L -^  P  (A  _  ^) 


Il  —  •>.  B  \   __  A  —  2  L  H-  p  (  A  —  c) 


-    I 


\   c  \  c 


(i  —  a r  =  ■ î-^ ^ 

"-n  \^'~P)  --hir- 7? ^ 

9,  D^' '2 1 1  -I-  «-  4-  <T ( //  —  c ) 


I 


7 


On  a  ainsi,  en  tenant  compte  tle  l'éqnation  (19),  seize  équations  qui 
contiennent  seize  inconnues,  a,  h,  c,  h;  a,  //,  c  ,  h'  ;   a',  |3',  ■/;  >.,  p., 

V,  p,  n. 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  déterminer  des  valeurs  réelles  pour 
toutes  ces  inconnues. 

En  égalant  d'abord  les  valeurs  de  -75  t7'  -^  données  |)ar  les  é(|ua- 

lions  (2/1)  et  (23),  on  obtient  trois  relations;  elles  expriment  que  «, 
h,  c  sont  les  trois  racines  de  l'équation 

(2(S)  \_n  -\-  h'  -T-  v(/t  —  a?)]^  —  ^-  [i  -h  |u,(/i  —  a?)]  =  o. 

On  doit  donc  avoir  l'identité 

^    [n->r  h' -i-v{h  —  a:)]'^ 

'        —  x^[i -h  iJ.{/i  —  x)\^  iJ.{x  —  a)[.v  ~  b){.x- —  c), 

(\\u  se  résout  dans  les  trois  équations  suivantes  : 

,    (  «  -t-  A'  -h  v/i  )-  =  —  iJ.W , 

(30)  '    —  2v(«  4- A'h- vA)  —  p.Q, 

'  y^  —  1  —  (jJi  =  —  p.P, 
ou  l'on  a  j)osé 

( 3 1 )  a  -h  ^  -h  c  =  I\     ab  -\-  ac  -i-  bc  =  i),     abc  =  R. 

Jonrn.  de  Math,  (i'  série),  tome  I.  —  Fasc.  IV,  i885.  ^^ 
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I.a  ivso'ution  du  s\sI«muo  (  io)  nous  doniic  les  rrsulliils  suivants  : 
Soit  12  la  (juantifr  (li'fiuic  par  la  lonuulo 

Ou  trouNc 

m) 

Si  nous  divisons  maintonanl  clia(|U('  é(|uahou  du  systrnio  (23)  par 
l'équaliou  correspondante  du  système  {'i]),  puis  pai-  i'cupialioii  cor- 
respondanlp  du  système  (2*)),  nous  ohlieudions  les  (oimuuN's 

/t'-hli/i  —  a) 
a  —  —. » 

1  -h-  [A  (  A  —  n) 


"  1  i-i-ix{h  —  b) 


(3.5)  ',  P'- 
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Il  -\-  h'  ^'i{li  —  /> )  ' 
//    t-  h'  -h'*  {h  —  c) 


qui,  jointes  aux  relations  (33),  pourront  remj)la('er  les  systèmes  (23), 
^2^,),  (25). 

En  portant  ces  valeurs  de  a',  a,  ...  dans  la  fornude  (h)),  et  en 
tenant  compte  de  ce  que  a  est  rncine  de  l'équation  (iS),  on  rempla- 
cera l'équation  (19)  par  la  suivante 

(36)         ^  ^ 

(        =(^n  -\-  h'  -^  vh  —  -ja){n  H-  A'  -h  v/i  —  'jJj)[n  4-  //  H-  v/i  —  vc), 

que  l'on  peut  simplifier  de  diflérentes  manières. 
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Par  exemple,    si    dans    l'identité    (29)    on    donne   à    x  la    valeur 

-^    /i'  -{-    y  /l  1        ■         V      1»    '  I  •       . 

,  on  est  conduit  a  1  égalité 


—  («  +  /?.'  -+-  v/i)'-  [v  —  |x(/i  -I-  /i')] 

=  ij.{n  -+-  h'  H-  v//  —  va)  (//  -h  h'  -+-  vA  —  vb)[n  -+-  U  -h  v//  —  vc). 

En  remplaçant  le  second  membre  de  l'équation  (36)  par  sa  valeur 
<léduite  de  l'égalité  précédente,  et  tenant  compte  des  formules  (  '3o),  on 
trouve 

(  37)  \).li  —  1  =  V  —  [y-(/i  +  h'). 

Ou  pourrait  encore  écrire  l'équation  (36)  en  y  remplaçant  directe- 
ment n -\- h'  et  V  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (3o).  Elle 
prend  alors  la  forme 

(38)  ^/,_X  =  -|^, 

où  a,  [-),  y  désignent  des  quantités  qui  joueront  un  rôle  im|)ortaiit  clans 
les  formules  définitives,  et  qui  s'expriment  en  fonction  de  a,  b,  c  de 
la  manière  suivante  : 

a  =  a{b  -^  c)  —  bc  =  Q  —  — , 

3())  ^  f^j  ~  b{a  -h  c)  —  ac  =  Q  —  ^ , 

I  .j  i> 

I     •y=:c(a-l-/>)—  a^=Q  —   — • 

Signalons,  dès  à  présent,  les  identités 

I      a2^Q^_  4R(P-a), 
(4o)  !      fi'::=Q'-^R{V-b), 

7'  =  Q--'tR(P-0î 

(40  j  I«/3  =  4RP-Q-, 

(     ^a  =  Q, 
auxquelles  elles  donnent  lieu. 


116  G.     DARROUX. 

Il  nous  rosit-  à  examiner  les  svslènies  (^G)  et  [  27  ), 
Si  l'on  remplaee  dans  la  première  équation  {■?.())  a  et  et'  par  leiiis  va- 
l(>urs  (lé(lnit(^s  des  formules  (3/j).  ('^^),  il  vient 

/l'-h'kih  -  a)  ^{n  -  21^)11  +iU.(/i  — rt)| 

z= -^-!-^ (n  -f-  //  -h  yfi  —  va). 

a  ^ 

(lette  é(|uahon  est  du  second  degré  en  r/,  et,  comme  vWc  doit  être  vé- 
rifiée (|uand  on  v  rem|)lace  a  par  h  et  par  c,  elle  devra  avoi»-  lien  poui- 
loute  xaUnu'  de  a. 

Cela  donne  les  trois  relations 

,    A  —  2L  -h  pA  =  o, 

(/i  i)  •    ■>.  4-  [^.(/i  —  215)  -h  v3  =  o, 

'  h' -{- n  —  2])-i- p{n -{- /i')  =  o. 

En  les  associant  à  la  formule  (37),  on  trouve 

Ip  =  I,     B  =  /i  4-  A', 
^— "'        À—  —^        ^~[p' 

Ces  relations,  jointes  aux  formules  (^33),  ['^\),  (35),  nous  font  con- 
naître 1,  /UL,  V,  3,  a\  b',  c',  a',  jS',  7'  en  fonction  de  a,  h,  r,  /^  (pii,  elles- 
mêmes,  satisfont  aux  deux  équations 

/       T        u       -^^-K^f' 
h  =  L,     ji  =  ^^—  ■ 

Il  reste  donc  seulement  deux  arbitraires,  dont  il  faudra  disposer  de 
manière  à  vérifier  les  trois  équations  (27),  qui  contiennent  d'ailleurs 
une  inconnue  nouvelle  t. 

Si  nous  remplaçons  n -\- h'  et  v  par  leurs  valeurs  dans  les  for- 
mules (25),  elles  nous  donnent 

^  ^    '  a'  a  a         a- a         at>' 
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et  les  équations  analogues  en  ^',  y'.  Remarquons  également  les  iden- 
tités 

a'  -h  I  -h  (w  —  2B)-;  =  o, 

(44)  i  r5'4-i-h(n-2B)|;-o, 

7'4-i4-(n-  2B)^  =0; 

d'où  l'on  peut,  dès  à  présent,  déduire  une  importante  conséquence. 

Si,  dans  les  formules  (i4)>  on  remplace  Cn  par  2Bet  /?',  q',  r'  par 
leurs  valeurs  a'/?,  /S'ç',  yV,  les  relations  précédentes  nous  donnent 

j  4^,.=:  2 A/?, 
(45)  <  ^_,  =  2A^, 

'  4^  ;  =  2  A  r. 

Par  conséquent,  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement  du 
corps  a,  à  chaque  instant,  la  même  direction  que  l'axe  instantané  de  la 
rotation  absolue  du  système  mobile  (C),  et  il  est  proportionnel  à  cette 
rotation. 

IV. 

Il  nous  reste  à  considérer  le  système  (27).  En  tenant  compte  des  for- 
mules (44)?  ^^  première  équation  de  ce  système  peut  s'écrire 

■î  I  )a'  ■;?  1 1  +  /i^  +  ff  (  /<  —  a  ) 


24-  (/l  —  2B)  -7 

Si  l'on  remplace  —  par  sa  valeur  déduite  de  la  formule  (43),  il  viendra 
Ordonnons  suivant  les  puissances  de  -,  et  éliminons  —^1  —  au  moyen 
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tic  rô(ji(ation 

;i  }:i(|ir('llo  satisfait  a.   Il  \ieiulra  niic  cujuation  du  socoiul  dc^iô  en 

<|ui  sera  satisfaite  quand  on  >  remplacera  a  par  />  et  r.  1!  landi'a  donc 
ijue  les  eoeflieients  des  difft  rent(\s  pnissancv's  de  a  soient  nnis.  On  est 
ainsi  conduit,  après  (|uel(pu>s  rcnlnetions,  aux  foi  inuies 


i')«) 


..... 

1     I  1    4-  (7  -  ^1^ jp^ 


Tout  se  réduit  doiu-  à  déterminer  a,  h,  c,  1i  par  les  «piatre  é(|uations 


\l) 


\   i\\  -  Q/i  =  liD,      'iV/i  -  Q  =:.  Il  H-  2\\\ 


Il  sidfit  de  remplacer  ù  par  son  expression  en  fonction  de  \\  (^,  iî, 
/i,  et  Ton  trouvera  les  équations 

,^,H)  2K-QL  =  B1), 

'  2PL-Q=  II  -^  2n\ 

(pii  détermineront  P,  Q,  R.  En  les  résolvant,  on  oljtient  les  expiassions 
suivantes  de  ces  inconnues 

/  _  (Ll)-f-  BH)D-h9An){\i'-U) 

(^9)  1   ^^^-  .L(L^-B^)-BD-LI!' 

f       p  _  rj2—  2 BDL  -t-  r>, L^' (Il  +  o. BM  -  (  II  -4-  ^ B^  y- 

^  aa\j—  b^)  —  bd  —  lu  ' 

et,  par  suite,  on  peut  former  l'équation  du  troisième  degré  qui  fait 
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connaîtrez,  b,c.  Mais  il  vaut  mieux  employer  une  autre  méthode  qui 
servira  de  vérification  à  nos  calculs  et  aura  l'avantage  de  mettre  en 
évidence  la  réalité  des  racines  de  l'équntion. 

Nous  avons  déjà  écrit,  à  l'article  I,  1  équation  différentielle  qui  dé- 
termine le  cosinus  u  de  l'angle  de  la  verticale  et  de  l'axe  du  corps. 
Nous  pouvons  ici  former  cette  équation  d'une  autre  manière. 

L'équation  (r6)  nous  donne,  en  remplaçant  yw',  cf ,  r'par  leurs  valeurs, 

(5o)  u='X  +  %  +  i4- 

^       '  aa  ou  ce 

En  différentiant  cette  équation,  nous  trouverons 

,^    ,  du         (^{a^bMb  —  cMc  —  a^ 

(^')  ^  = -a:ï^. z^^'-- 

D'autre  part,  on  peut  exprimer/?,  q,  r  en  fonction  de  m,  au  moyen  de 
l'équation  (5o),  jointe  aux  intégrales  des  aires  et  des  forces  vives,  ce 
qui  donne 

.  f,  _  ^  p-  lah  — ^  a  H-  <>  a         q"-  o,  /;//  —  ^  _j_  o  /<         y"-  2  ch  —  y  +  --  " 

^'    ^^  a-        'i{a  —  h){a~c\    h"- ^  '?\h  —  a) {b  —  c)"    c^        i{c  —  a){i- —  b) 

En  portant  ces  valeurs  de  p,  q,  rdaus  l'équation  (5i),  on  trouve 
(53)    n-^'  :=2(a-  lah  -i1u){^  -  -ib/i-  nu){y  -  2c/i  -  ilu). 

Cette  valeur  de  (  -^^  )    est  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  à  l'article  1 . 

comme  il  est  aisé  de  le  vérifier.  Nous  pouvons  en  conclure  que  les 
racines  de  l  équation,  entièrement  connue, 

F(m)--=2(i  -M^)(DM^-T1)  -4(Bm-L)-  =  o 

ont  pour  expressions  en  fonction  de  a,  h,  c 

a  —  2  ah     p  —  3  6/i     Y  —  2  ch 
D       '         D       '        Î5 
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(loninio  on  a,  en  viTlii  de  la  définition  dr  a, 

X  —  iah=^  i/r  —  IV  h  -f-  Q  —  2 .- » 

^  Il  —  a 

on  voit  que  l'on  obtiendra  l'é(|nation  an\  (aires  des  axes  a,  h,  c  en 

clfectuant  dans  récjuation 

F(//)  =  o 

la  sul)slitulion  linéaire  définie  })ar  la  loi  inule 

^        L  —  a 
f{x)  désiiiuanl  le  j)()l\nùme 

f[x)  =  x'-  l\r«  +  Q^-R. 

Or  les  coefficients  de  cette  substitution  linéaire  peuvent  se  déduire  des 
formules  (^8).  Elles  donnent  pour/(L)  la  valeur  sui\ante 

(.54)  2/(L)  =  2L(fr-  W^)-  lil)  -  Ml, 

et  la  substitution  linéaire  prend  la  loinie 

(55)  1)M+  H=  D.U-2\\'-  '^/^, 

où  tout  est  connu.  C'est  l'un  des  résultats  donnés  j)ar  M.  llalplien,  et, 
comme  l'équation  en  u  a  ses  racines  réelles  pour  tous  les  mouvements 
réels,  il  en  sera  de  même  de  l'équation  aux  carrés  des  axes. 

Le  théorème  de  Jacobi  est  donc  complètement  démontré. 

On  peut  demander  aussi  l'équation  du  troisième  degré  qui  fait  con- 
naître les  quantités  a' ,  h' ,  c  relatives  au  second  mouvement  (E'). 

On  a  d'abord 

h'  =V>-  n, 

et  les  formules  (3/|)  nous  donnent 

I  4R  a3Y         I 


56) 


L  —  a  VJ  t>*    h'  — a' 
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En  portant  la  valeur  de  L  —  a  clans  la  formule  (55)  el  remarquatit 
qu'on  a 

2/(L)aiSy  =  -  D'(DL  -h  BTI), 
MOUS  trouvons 

DL  -f-  BH 


Dw  +  Il  =  - 


h' 


Telle  est  la  substitution  linéaire  qui,  effecluée  clans  l'équation  en  u, 
donnera  l'équation  aux  carrés  des  axes  a',  b' ,  c' .  On  peut  éfijalement 
calculer  la  valeur  de  a'  par  la  formule  (35),  et  l'on  trouve 


D  «  +  H  a 


59)  D% 


a'         B;/ 


Les  constantes  a,  h,  c,  h,  a',  b',  c',  h',  a',  [3',  y',  relatives  aux  deux 
mouvements  (E),  (E'),  doivent  être  liées  évidemmentpar  six  relations. 
On  peut  se  demander  quelles  doivent  être  ces  relations.  On  les  déduit 
aisément  des  formules  précédentes.  Les  équations  (34)  nous  donnent 

(/Mx-X)(//-a) 
/<•  Cl  —  -—.  ; 

I  +  [j.  (  A  —  a) 

ou,  en  remplaçant  h'ij.  —  A  et  a  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a,  b,  c, 

h'-a'=-  h(h^a). 

ai»  ^  ' 

On  a  donc  le  système  des  relations 
auxquelles  il  faut  joindre  les  formules  (Sq),  écrites  comme  il  suit  : 


61)  a'=-^,      /3'=:-^',      7'-^ 

-'  ai»        '  ùLi        '  ciî 

Joiirit.  de  Math.  (4*"  série),  tome  I.  —  Fasc.  IV,    i885. 
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Si  l'on  lie  iH)iisul(M"('  (|iu'  les  nu)ii\(MiUMils  d'im  nu-nic  corps,  il  r;m(lr;i 
joiiidi't*  (Iriix  r(|ii;ili()ns,  elles  e\j)rinuMit   en  loiielion  de  a,  h,  r,  h  les 

eoiislanles  (lui  caraetériseiil  le  eoriisDel  —  •  (le  sont  les  suivantes  : 
1  '  n 

(  il  =  D, 

(|ui.  jointes  an\  lormules  (Go),   no  laisseront  pins  subsister  que  trois 
arbitraires  indejuMidanles  flr,  h,  c 

Il  nous  r(>ste  inaiiitenant  à  sii^naler  quelques  (vmséqiuMiees  t^éouié- 
tricpies  du  tliéorèine  de  Jacobi,  qui  conduisent  à  une  rej^résentation 
géométrique  très  simple  i\\\  mouvement.  INous  avons  vu  à  l'article], 
et  il  serait  aisé  de  déduire  ce  résultat  des  formules  précédentes,  ([ue 
le  niouvcmeiit  le  plus  général  du  corps  jiesant  (1^)  se  ramène  par  une 
transformation  très  simj)le  ;~i  celui  dans  lequel  on  a 

n  =  2B. 

Alors  on  a,  d'après  les  formules  (44)» 

a'  =  {i>'  =  -/  =-  \ 
et,  par  consérpient, 

p'=-p.      (]'=-(!,      r'=-r. 

On  voit  donc  (pie,  dans  les  deux  mouvements  (E),  (E'),  la  polliodie 
est  la  même,  et,  de  plus,  le  pôle  instantané  occupe,  à  chaque  instant, 
la  même  position  sur  cette  courbe  dans  lesdeuxmouvements  Désignons 
par  (ri)  cette  courbe  et  par  (K.)  le  cône  du  second  degré  décrit  par 
l'axe  insiaiitané,  qui  a  pour  base  cette  polliodie.  Le  mouvement  alisolu 
(lu  svstème  (C)  s'obtient  en  faisant  rouler  le  cône  (K)  sur  un  certain 
cùne  fixe  (T)  ayant  pour  base  une  herpolhodic  (II).  Le  mouvement  de 
(C)  relatif  au  corps  (P)  s'obtient  en  faisant  rouler  le  cône  du  second 
degré  (K)  sur  un  autre  cône  (F')  invariablement  lié  au  cor|)s  et  ayant 
pour  base  une  herpolhodie  (H'),  et,  de  plus,  la  géncralrice  de  contact 
(lu  cône  (R)  est  la  même  à  chaque  instant  dans  les  deux  mouvements. 
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Cela  veut  dire  que  les  deux  coues  (T)  et  [Y')  roulent  l'uu  siu-  rniitre, 
et,  par  conséquent,  le  mouvement  du  corps  (P)  sera  représenté  par  le 
loulement  du  cône  (F')  sur  le  cône  (Fj;  et  la  vitesse  de  rotation  sera 
évidemment  double  du  rayon  vecteur  qui  va  an  point  de  contact  des 
deux  herpolhodies  (M)  et  (  IF)  ('es  deux  courbes,  qui  sont  les  bases  de 
ces  deux  cônes,  roulent  au  si  l'une  sur  l'autre. 

En  ta])procliant  ces  résultats  de  ceux  qui  ont  été  donnés  à  l'article  I, 
nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

Étant  donné  le  corps  pesant  (P)  de  réiolulion,  soumis  à  L" action  de  la 
pesanteur  dans  des  conditions  initiales  quelconques,  considérons  un  corps 
auxiliaire  (P')  qui  soit  animé  par  rapport  au  précédent  d'une  vitesse  de 
rotation  constante 

C-A 

autour  de  F  axe  de  résolution  ;  C,  A,  n  étant  les  constantes  définies  pré- 
cédemment, le  mouvement  du  corps  [V)  pourra  se  représenter  par  le  rou- 
lement d  un  cône  (F),  invariablement  lié  à  ce  corps  et  ayant  pour  base 
une  herpolhodie  (IF),  sur  un  cône  fixe  (T),  ayant  pour  hase  une  autre 
herpolhodie  (H).  Les  deux  herpolhodies  rouleront  l'une  sur  l'autre,  et  la 
rotation  du  corps  (P')  sera,  à  chaque  instant,  double  du  rayon  vecteur 
qui  va  du  point  fixe  à  leur  point  de  contact. 


VF 

La  proposition  précédente  donne  la  représentation  la  plus  simple  du 
mouvement.  On  peut  cependant  désirer  une  représentation  directe  tlu 
mouvement  du  corps  (P);  les  relations  données  plus  haut  permettent, 
nous  allons  le  voir,  d'obtenir  cette  représentation. 

Dabortl  les  foi  mules  (45)  nous  montrent  que  l'axe  du  couple  des 
quantités  de  mouvement  a  la  direction  de  la  rotation  instantanée  dans 
le  mouvement  (E),  et  qu'il  est  égal  en  grandeur  à  cette  rotation,  mul- 
tipliée par  2 A.  Donc  : 

IJ extrémité  de  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement  parcourt 


une  hcrpolhodic,  située  dans  un  plan  horizonudy  et  relu  de  la  rnérnc  //ta- 
nière que  le  pôle  instantané,  (pii  se/-ait  /elatifà  celte  eourbe . 

La  laiigjMito  à  rtMtc  combe  olanl,  comme  on  sait,  |)or|)en(liciilairc 
au  plan  du  coui)l(Mjui  nail  de  la  Iranslalion  de  la  force  au  j)oinl  fixe, 
sera  iloiic  normale  à  chaque  instant  au  plan  passant  par  Taxe  de  lé- 
volution  du  corps  et  par  la  verticale.  Si  l'iierpolliodie  n'a  pas  d(>  |)<)mt 
d'inflexion,  ce  plan  louj'nera  toujours  dans  le  même  sens;  sinon,  il 
aura  un  mouvement,  tantôt  (lir(>ct  et  tantôt  rétrograde. 

Prenons  maintenant  l'axe  de  rotation  OiM  du  corps,  dont  la  piojec- 
tion  ()P  sur  l'axe  de  révolution  i)z  est  constante  et  ég«ile  à  n,  (>t  soit 


OM'  l'axe  de  la  rotation  dans  le  mouvement  (E')  dont  la  projection  sur 
O;  est  également  constante  et  égale  à  //.  Nous  savons  cpie  le  point  M' 
décrit  une  liei'j)olli()(lie  dans  im  |)lan  perpendiculaire  à  ()z.  .le  vais  dé- 
monlrei- f|u'd  en  est  d(>  même  du  point  M. 
Les  projections  de  MP  sur  l<»s  axes  (C)  sont 


celles  de  Al'i*'  sont 


n'-,,    q  -q 


n  —  ,   /• 

/) 


V 


h' 


I  — 


//^ 


En  vertu  des  formules  (44)»  ces  projections  sont  proportionnelles,  et 
leur  rapport  est  —  2.  Donc  les  points  iM,  M'  décrivent  des  courbes 
homotliétiques,  et  l'on  ])eut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

V extrémité  de  l axe  de  /otatio/i  décrit  dans  le  co/ps  et  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  une  herpolhodie;  il  parcourt  d'ailleurs  cette 
courbe,  d'ap/és  la  même  loi  que  le  pôle  insta/itané  dans  le  i/iouvemenl 
d'u/i  co/ps  solide  qui  n  est  soumis  à  aucune  fo/'ce  accélératrice. 
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Cette  proposition  nous  fait  connaître  le  cône  de  la  rotation  instan- 
tanée dans  le  corps.  Celle  que  nous  allons  démontrer  j)ermet  de  définir 
le  lieu  décrit  par  cet  axe  dans  l'espace. 

Appelons,  pour  un  instant,  H,  -/î,  Ç  les  composantes  de  la  rotation 
relatives  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ.  L'équation  des  forces  vives  nous 
donne 

(63)  -   '^^-  +  r:-  +  ç-='2iyu-h2n  +  n-. 

La  projection  Ç  sur  la  verticale  a  évidemment  pour  expression 


OU,  d'après  l'équation  (i5), 

(64)  ^=  2L  —  [2]^  —  n)u. 

Si  nous  éliminons  u  entre  les  relations  (63),  (64),  nous  obtenons 
l'équation  d'une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  verticale.  Donc  : 

Le  mouvement  le  plus  général  du  corps  (P)  peut  se  représenter  par  le 
roulement  cfun  cône  ayant  pour  base  une  herpolhodie ,  sur  une  sphère 
ayant  son  centre  sur  la  verticale. 

La  courbe  décrite  j)ar  le  pôle  instantané  sur  cette  sphère  pourrait 
être  définie  par  la  condition  que  son  arc  et  le  rayon  vecteur  qui  va  au 
point  {\)LQ  soient  liés  par  la  même  relation  que  dans  l'herpolhodie  atta- 
chée au  corps. 

VIL 

Les  propositions  relatives  à  la  représentation  géométrique  du  mou- 
vement peuvent  d'ailleurs  être  démontrées  directement  à  l'aide  des 
formules  données  à  l'article  1,  qui  font  connaître  les  trois  angles  d'Eu- 
1er,  5,  o,  ^1.  Reprenons  les  notations  de  cet  article  et  désignons  main- 
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tcMKiiil  par  />,  7,  r  les  composantes  de  la  rotation  i(>lali\os  aux  axes  du 
corps.  Nous  aurons 

I  //-  +  c/-  =  i  1)//  -h  :>. Il, 
r  =  n; 


(65) 
(GG) 


p  =  smcpsiuO  jjj  -cosip  ^ 
r/  =  cos9sui5^  H-  sui9^^ 


Considérons  la  courbe  décrite  dans  le  corps  par  rcxlréniilc  de  l'axe 
instantané.  La  seconde  équation  (5)  nous  montre  que  cette  courijc  est 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Si  on  la  rapporte  à  des 
coordonnées  polaires  dont  le  pôle  soit  le  point  où  ce  plan  rencontre 
l'axe,  on  aura,  en  désignant  par  p  et  w  les  deux  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe, 

(    p^=  2l)u-h  CiTI, 

(G7)                      I                                  ,,                                           siiiO^/'L 
/  0)  =  arc  tang  ±  =  —  n  —  nrc  taiic  — 

\  *•  /?  '  ~        r/i) 

En  tlifférentiant  la  seconde  de  ces  équations,  on  trouve 

(1)/^  4.  Il)  ^  =  (B  —  n)  {\)u  -h  II)  -h  bH  H-  1)1. 
ou  encore 

(68)  p-^^^  =  (B_  „)^2_^2im-+-  2UL. 

Cette  formule,  jointe  à  celle  (jui  donne  p-,  permet  de  calculer  la 
vitesse  totale  du  pôle,  pour  laquelle  on  trouve  l'expression 

{%=  iy(i  -  u')  -h  2n(n  -  2B)  (Du  +  II) 

(69)  l  <^i-  ^  '  ^  '^  ' 

\  -4(^-2b)(BH  +  DL). 

La  vitesse  aréolaire  p"^  ~  est  une  fonction  du  premier  degré  de  /s^; 
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la  viiesse  totale,  une  fonction  du  second  degré  de  u  et  par  conséquent 
de  p-  dans  laquelle  le  coefficient  de  p''  e^t  négatif.  Ces  deux  propriétés 
caractérisent  l' herpolhodie  considérée  comme  trajectoire  du  pôle  instantané 
dans  le  mouvement  d'un  corps  qui  ri  est  soumis  à  aucune  force.  Nous 
retrouvons  ainsi  une  des  propositions  précédentes. 

Étudions  maintenant  la  courbe  décrite  par  le  pôle  instantané  dans 
l'espace.  Ses  coordonnées  relatives  aux  axes  fixes  ont  été  désignées 
par  £,  -n,  Ç.  On  obtient  aisément  leurs  expressions  en  fonction  des  angles 
d'Euler 


(;") 


On  a  d'abord 


i  = 

sin 

^ 

^^"^  S 

,  d^ 
-cos^^, 

y}  = 

CO,' 

■.^ 

•    c  d-û 

sin&  -77 

dt 

.     ,  dO 

ç  = 

d'\> 
~  dt 

(v 


^-  +  rr  -\-  'Ç-  =  p-  -h  q-  -!-/■-=  2 Dm  -h  2H  +  /r, 
Ç  =:  2L  —  (2 15  —  n)u. 


Et  en  éliminant  u  on  retrouve  l'équation  de  la  sphère  ayant  son 
centre  sur  la  verticale.  Pour  définir  complètement  la  route  suivie  par 
le  pôle  instantané,  il  suffira  d'étudier  sa  projection  sur  le  plan  hori- 
zontal. Nous  la  rapporterons  à  des  coordonnées  polaires,  l'origine  étant 
choisie  pour  pôle.  Si  p'  et  w'  désignent  ces  coordonnées,  on  aura  évi- 
demment 

p"=-e+r,\ 

00'  =  arc  tangç*' 

Désignons  par  A  et  P  les  polynômes  suivants 

(   A  =  iDu  -I-  2  11  H-  ^-—  [2L  —  (2B  —  n)uY, 

(72)  , 

(  P  =  (  2  B  —  «  )  M-  —  2  L  M  -h  /i  ; 

on  aura 

(73)  ?-  =  A, 
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(>tles(loii\  priMiiiiTOs  forniiilos  (70)  donneront 

77/  ) 

La  différcntialion  de  cctle  rormiilo  est  1res  aisée,  si  l'on  (ait  iisaji;e  do 
l'identité 

(75)  ^H-P-^  =  (.-.r)A, 

à  laquelle  on  est  conduit  en  vérifiant  l'éciuation 

on  trouve  ainsi 

,    ,,,  rho'         ,  l>'A-l'A' 

\  '     '  dt  9.  A 

P'  et  A'  désignant  les  dérivées  de  P  et  de  A  j)ar  rapport  à  u. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  n  =  2B,  on  obtient  encore  une  herpolliodie. 

Nous  terminerons  ce  sujet  en  donnnnt  une  définition  directe  et  pure- 
ment géométrique  de  cette  courbe. 

Considérons  tous  les  mouvements  pour  lesquels  les  constantes  H,  1), 
II,  L  ont  la  même  valeur.  Si  les  corps  correspondants  ont  au  début 
le  même  axe  de  révolution,  il  résulte  des  fornudes  (2)  que  cet  axe  leur 
demeurera  conunun  dans  tout  le  mouvement,  et  le  mouvement  de  cba- 
cun  d'eux  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  autres  se  réduira  à  une 
rotation  constante  autour  de  l'axe.  Étudions  les  courbes  décrites  dans 
l'espace  par  les  pôles  instantanés  des  rotations  relatives  à  ces  divers 
mouvements.  Il  faudra  pour  cela  faire  varier  n  dans  les  formules  (70) 

etf;!). 

Soient  Cy^r^,  Ç,  les  valeurs  de  E,  yj,  Ç  relatives  à  l'hypotbèse  n  =  2B. 
Dans  ce  cas  la  courbe  décrite  par  le  pôle  est,  nous  le  savons,  une  her- 
polbodie  (H)  qui,  d'après  la  formule  (71),  sera  située  dans  le  plan 

:  =  2L. 
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Comme  elle  demeure  en  contact  avec  une  autre  herpolliodie  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution,  sa  tangente  sera 
nécessairement  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Prenons  maintenant  une  valeur  quelconque  de  n.  Les  formules  (70^ 
nous  donnent 

(  I  =  2,  -+-  (/î  _  oB)  sin-J;  sin$, 


(77)  '    >:  =-/7, -h  (^  —  2B)  cosd;  sin$, 

(  Ç  =  ?.  -^  ('ï  —  2B)  cos5. 

Nous  savons  que,  pour  chaque  valeur  de  n,  cette  courbe  se  trouve 
sur  la  sphère  définie  par  les  formules  (71)  et  dont  l'équation  est 

D'autre  part,  les  relations  (77)  nous  montrent,  ce  qui  est  évident  par 
la  Géométrie,  qu'à  un  instant  quelconque  tous  les  pôles  correspon- 
dants à  des  valeurs  difiérentes  de  n  se  trouvent  placés  à  des  distances 
invariables  les  unes  des  autres,  sur  une  même  droite  qui  est  parallèle 
à  l'axe  commun  de  révolution  et  par  conséquent  normale  à  l'herpolho- 
die  (H).  Or  le  mouvement  de  cette  droite  est  défini  par  la  condition 
que  deux  de  ses  points  demeurent  sur  des  sphères,  qu'un  autre  point 
demeure  dans  le  plan  de  l'herpolliodie  (H)  et  enfin  qu'elle  soit  nor- 
male à  la  trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points,  par  exemple  de 
celui  qui  décrit  un  plan.  On  s'assure  aisément  qu'il  n'y  a,  entre  les  deux 
sphères,  le  plan  et  les  segments  de  la  droite  invariable,  d'autre  rela- 
tion que  la  suivante  :  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres 
des  deux  sphères.  De  là  cette  curieuse  proposition  : 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis,  les  deux  premiers 
à  demeurer  sur  deux  sphères  différentes,  le  troisième  à  rester  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères,  si  de  plus  la 
droite  se  dépince  de  manière  à  demeurer  normale  à  la  trajectoire  de  l'un 
de  ses  points,  ce  qui  définit  complètement  son  mouvement  à  partir  d'une 
position  donnée,  le  point  de  la  droite  assujetti  à  rester  dans  le  plan  décrira 
une  herpolhodicy  tous  les  autres  décriront  les  courbes  sphérigues  qui  sont 
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/es  roules  du  pôle  dans  l'espace,  pour  le  mouvcme/tt  d'un  corps  pesant  de 
résolution. 

Telle  est  la  tlélinition  tlireclo  et  inircment  i^éoinctrique  cjuc  nous 
voulions  oljUMiir  de  la  roule  déerite  par  le  j)ole  dans  le  j)r()l)lcMne  de 
Lai^range,  aussi  h\cn  (|ue  de  riiei'polliodie  de  Poiiisol,  Nous  signa- 
lerons, en  termiiiani,  l(>  lliéorèine  suivant  de  Cinématique,  qui  se 
rattaelie  direetenieni  à  la  proposition  précédente  et  dont  la  démons- 
tration n'olTre  aucune  dillicidle. 

Si  trois  points  d'une  droite  invariable  sont  assujettis  à  demeurer  sur 
trois  sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  tous  les  autres  points  de 
la  droite  décrivent  des  sphères;  et,  en  écartant  un  cas  exceptionnel  oii  la 
droite  fait  un  angle  constant  avec  la  ligne  des  centres,  il  y  a  toujours  un 
point  de  la  droite  qui  décrit  un  plan. 

Si  la  droite,  dans  son  mouvement,  entraîne  des  plans  c/ui  lui  soient 
perpendiculaires,  ces  plans  envelopperont  des  sphères  concentriques  dont 
le  centre  commun  sera  sur  la  ligne  des  centres  des  sphères  décrites  par  les 
différents  points. 

Remarquons  que  cette  pro[)osition  donne  le  moyen  de  tlécrire  ini 
plan  à  raid(>  d'un  svstème  articulé  comprenant  quatre  tiges  seule- 
ment (  '  ). 

(')  On  pourra  consulter,  relativement  à  ces  propositions  de  Cinématique  et 
au  sujet  traité  dans  ce  travail,  plusieurs  articles  publiés  dans  les  Tomes  C  et  Cl 
des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
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Recherches  sur  les  groupes  d' ordre  fini  contenus  dans  le  groupe 
Cremona.  —  Premier  Mémoire  :  Généralités  et  groupes 
quadratiques  ; 

Pau  m    Léon  AUTONNE. 


Introduction. 

On  sait  que  plusieurs  géomètres,  surtout  M.  Camille  Jordan,  ont 
construit  les  groupes  d'ordre  fini,  contenus  dans  le  groupe  linéaire 
homogène  à  deux  et  à  tro  s  variables. 

Les  substitutions  liné.iires  ne  sont  qu'un  cas  particulier  des  substi- 
tutions birationnelles.  On  peut,  par  conséquent,  se  proposer  d'étendre 
les  recherches  précédentes  aux  substitutions  birationnelles  générales. 

S'il  y  a  deux  variables,  les  substitutions  birationnelles  homogènes 
ne  peuvent  être  que  linéaires;  s'il  y  a  trois  variables  homogènes,  les 
substitutions  birationnelles  sont  dites  substitutions  Cremona;  ce  sont 
celles-là  qui  forment  l'objet  de  la  présente  étude. 

Nous  avons  défini  d'une  façon  précise  la  notion  du  groupe  Cremona 
et  classé  les  groupes  suivant  l'ordre  (*)  maximum  de  leurs  substitu- 
tions. Nous  avons  donné  le  tableau  complet  des  groiq:)es  quadratiques 


(  '  )  Le  mot  ordre  sert  à  distinguer  deux  choses  distinctes  :  tantôt  le  nombre 
des  substitutions  d'un  groupe,  tantôt  la  dimension  à  laquelle  entrent  les  variables. 
Les  deux  acceptions  du  mot  ordre  sont  très  différentes  d'ailleurs  et  l'ampliibo- 
iogie  n'est  pas  possible. 


\:V2 
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crordro  Uni.  Quant  aux  groupes  cubiques,  nous  n'en  avons  trailé  qu'un 
cas  particulier,  assez  étendu  du  reste. 

Dans  le  Mémoire  acliiel.  après  (jueUpies  i^énéralilés  a|)})lical)les  à 
tous  K\s  i;i"oupes,  nous  avons  exposé  la  lliéorie  c()n)j)ièle  des  i;rou|;es 
d'ortlre  Uni  contenus  dans  le  groupe  quadratique. 

In  second  Mémoire  traitera  des  gi'oupes  cul)i<pies. 

Un  résumé  des  présentes  recherches  a  paru  dans  les  Comptes  rendus 
(27  août  i883,  3  mars  et  20  octobre  iSS'j,  6  juillet  188)).  Nous  avons 
emprunté  à  l'exposé  de  Clebsch  les  notions  générales  sur  les  proprié- 
tés des  substitutions  Cremoua,  mais  nous  croyons  que  notre  méthode 
de  construction  des  groupes  est  neuve  et  originale. 


Préliminajues  et  définitions. 
i .  Une  substitution  Cremona  est  définie  par  le  symbole 

S=1Z,-     (^i[z,,Z.„Z.,)\       (t=   1,2,3), 

où  ©/(«,,  z.,,  £3)  ou,  pourabréger,  9,(-)  désigne  un  polynôme  homogène 
en  2,  et  d'ordre  /^,  si  l'ordre  S  est  n. 

l.e  réseau  des  courbes  en  nombre  doublement  infini, 

o  ■=  1iUiOi^=  o     (/=  1,2,3;   w,  =  const.  arbitr.  ), 

que  jappeile,  pourabréger,  réseau  de  la  substitution  S,  aura  M/i  point 
d'intersection  mobile  (dépendant  des  Ui)  et  n^ —  i  points  d'intersec- 
tion fixes  (indépendants  des  w,)  dits  points  fondamentaux  de  S.  Un 
point  fondamental  de  S  sera  r"!'''^,  si  chaque  courbe  (p  y  a  un 
point  ;*'P'".  A  un  point  fondamental  r"'''^  de  S,  S  fait  correspondre  non 
pas  un  point  unique,  mais  une  courbe  d'ordre  r  dite  courbe  fonda- 
mentale de  S~'.  La  théorie  des  points  fondamentaux  et  courbes  fonda- 
mentales a  été  donnée  dans  les  Leçons  sur  la  Géométrie,  par  Clebsch 
p.  188  à  219  du  Tome  II  de  la  traduction  de  A.  Benoist).  Nous  ne 
pouvons  que  renvoyer  à  cet  exposé  pour  toutes  les  parties  non  origi- 
nales du  présent  Travail. 
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r.e  point  z,  de  coordonnées  Zi,  est  transformé  par  S  en  un  point  y 

[pyi~  ?'(^)]'  4"G  j'appelle  point  transformé  de  z  par  S  et  que  je  dé- 
signe par  le  symbole  S  (s).  Soit  maintenant  la  courbe /(z  ,,2.^,  z^)  ou, 
pour  abréger,  /(z)  =o;  la  courbe  ^[z)  =f[o,,<^.„^,)  =f{o)  =  i^ 
sera  dite  transformée  de  /  par  S  ou  SF(2);  on  vérifie  que  F(z)  =  o 
est  le  lieu  des  transformés  par  S~'  des  points  dey=  o. 

2.   Soient  deux  substitutions  Cremona  d'ordres  n  et  n\ 

posons 

en  désignant  par  P,  d'ordre/?,  le  facteur  commun  aux  $,.  La  substi- 
tution d'ordre  nn'  —  p 

sera,  par  définition,  le  produit  S'S  de  S'  par  S.  Il  faut  d'ailleurs,  bien 
entendu,  que  le  réseau^  de  S'S  satisfasse  aux  mêmes  conditions  que 
les  réseaux  o  et  o',  c'est-à-dire  ait  un  point  d'intersection  mobile,  et 
[un' —  p)- —  \  points  fondamentaux. 

La  convention  précédente  permet  de  définir  le  groupe  Cremona 
d'une  façon  précise  et  identique  à  celle  dont  on  définit  les  groupes  de 
substitutions  de  toute  autre  natiu^e.  iJordre  d'un  groupe  est  l'ordre 
maximum  des  substitutions  du  groupe.  Ainsi  un  groupe  quadratique 
sera  formé  de  substitutions  linéaires  et  quadratiques  seulement;  un 
groupe  cubique  ne  contiendra  que  des  substitutions  cubiques,  quadra- 
tiques et  linéaires. 

Voici  maintenant  deux  théorèmes  sur  les  relations  qui  existent  entre 
les  points  fondamentaux  de  S,  S'  et  S'S. 

5.  Llebsch  énonce  [Leçons  sur  la  Géométrie.^  t.  Il,  p.  209)  un  théo- 
rème que  l'on  peut  énoncer  ainsi,  avec  nos  notations  actuelles  : 

Th  éor  kM  e  a  uxi  l  I  Al  RE .  —  Si  la  transformée  $  d'une  courbe  o'  d'ordre  n', 
par  une  substitution  S,  d'ordre  n,  se  décompose  en  une  courbe  fixe  F  =  o. 
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cf  une  courbe  M"  ■  o.  qui  dépende  des  coef/icients  de  lu  courbe  irréduc- 
tible 'J ,  alors  : 

i"  o'  ^zi  o  passe  Kj  /ois  par  c/iaqi/e  point  fondamental  f"j'''''aj  de  S  ', 
avec  réiidiité 

(i)  2î!/Ky^^=/^     />  r=  ordre  (lo  P; 

u"  Le  facteur  V  est  défini  par  l  identité 

(2)  P^n,/^ 

où  fj  est  la  courbe  fondanicnlale  de  S,  qui  correspond  au  point  fonda- 
mental Uj  de  8~' .  Le  symbole  de  somme  ou  produit  dans  (  i  )  ou  (  2  )  s'étend 
à  tous  les  points  fondamentaux  aj  de  S~'. 

Ce  tliéoréiiie  coiuluil  au  siiivaiil  : 

Théouv.me.  —  Si  l'ordre  deS'S  est  nn  —  p,  n  et  n'  étant  les  ordres  deS 
et  S',  cluique  point  fondamental  r^''''''nj  de  S~'  est  un  point  fondamental 
R"'"'''  de  S,  et  l'on  a  la  relation  précédente  (i) 

Il  suffit  de  lairo  usage  au  tliéorèinc  précédent  et  de  nos  conventions 
antérieures  (2)  pour  démontrer  aisément  que  la  courbe  générale 

Ç5'=  IjUi^p'-      («/=  const.  arbitr.) 

du  réseau  S'  j)a-se  Kj  fois  par  aj-,  mais  la  courbe  générale  9'  passe  t  fois 
par  un  poinU"'^'''rondamental  de  S'  :  le  point  aj  doit  donc  être  un  point 
fondamental  K"'''®  de  S',  sans  quoi  le  système  doublement  infini  des 
courbes 

(p'=  liUiÇ'.  =  o 

aurait  trop  de  points  d'intersection  fixes  pour  former  un  réseau.  Quant 
à  la  relation  (i),  elle  est  la  conséquence  directe  du  théorème  auxiliaire 
précédent 

4.  Théorème.  —  Tout  point  fondamental  de  la  substitution  produit 
S'S  est  ou  bien  point  fondamental  de  S,  ou  bien  est  transformé  par  S~' 
d' un  point  fondamental  de  S'. 
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i3-, 


Soit,  en  effet,  :;  un  point  fondamcnt.'il  de  S'S;  prenons  nos  notations 
habituelles,  on  a 

W,{z)  =  o     et     il>^{z)  =  o; 
mais 

et  $,  n'est  nul  que  dans  les  deux  cas  suivants  : 
[0  <p-(^z-)  =^  o,  z  =  point  fondamental  de  S; 
2"  pfi{^)  =  «^/»  -^  étant  un  point  fondamental  de  S';  donc, 

z  =  S~'(^). 

I.e  théorème  est  démontré. 

Les  théorèmes  précédents  ne  sont  absoUunent  vrais  que  lorsqu'il 
n'existe  pas  de  points  fondamentaux  infiniment  voisins. 

L'application  du  théorème  donne  immédiatement  la  démonstration 
du  lemme  suivant,  qui  nous  sera  utile  : 

Lemi\ie.  —  Soient  S  une  substitution  Cremona,  l  et  Ij  deux  substitutions 
linéaires.  Posons  T  =  /SL.  Les  points  fondamentaux  de  T  sont  les  trans- 
formés par  L~'  des  points  fondamentaux  de  S;  les  points  fondamentaux 
deT~'  sont  les  transformés  par  l  des  points  fondamentaux  de  S~'. 


Groupes  quadratiques. 

5.   Voici  le  Tableau  des  trois  types  de  groupes  d'ordre  fini,  contenus 
dans  le  groupe  quadratique  Cremona. 

Premier  type.  —  Il  dérive  des  substitutions  1  (quadratique)  A,  B, 
C  (hnéaires)  : 


z.. 


,     l\  = 


z-,     z,    ,     C  = 

•■'3        ••':) 


"2         -"3      » 


1  = 


A.-  2         -'•  3  -"  1 


Zt  z  1    Zr 
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/h'u.vicmc  type.  —  (lioiipo  dérivé  d'uiio  sul)slituli()n 


T  = 


:,       Z,{Z,+IJ.Z,) 


[1,  ij.  =  const.), 


combinée  à  des  substitutions  S,  toutes  de  la  tonne 


S  = 


-1        (/>.-.  +/^3-3)(Q.-2+Q:.-;. 

r-a     (<7,^,^7;,S:,)(P,z, -+- 1V,=, 
r^      {l\z,+T',z,)[Q,z,-^Q,z, 


où  les  coefficients  /;,  1*,  q,  Q  sont  tels  (jue  les  groupes  linéaires  à 
deux  variables 


1*  {léri\é  des  substitutions 


et 


Q  dérivé  des  substitutions 
soient  l'un  et  l'autre  d'ordre  fini. 


V  z    -^  V  z 

q,z,+  (j,z, 

q,z,^{^,z. 


Troisième  type.    —    (iroupe   dérivé  de   substitutions    toutes  de   la 
foi'me 

^1  {p^'■^-^P2-■2){qtZ,-ï-q.z.) 

{P,^i-+-P2--2V 


z.. 


J{z^z,^-+-  r,,  z'-^  4-  2r,.,ZiZ.,-h  r^-^z-. 


où  R  est  une  racine  de  l'unité,  et  le  groupe  linéaire  à  deux  variables 
dérivé  des  substitutions 


z,      q,z,-hq.,Zr 
z,_     p,z,+p^z, 


est  d'ordre  fini. 


(i.   On  sait  que  le  réseau  d'une  substitution  quadratique  est  un  ré- 
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seau  de  coniques  à  trois  points  fixes,  formant  les  sommets  du  triangle 
fondameiilal;  les  lignes  fondamentales  sont  les  côtés  du  triangle  fon- 
damental.  Une  substitution  quadratique  sera  désignée  par  le  symbole 

i   a     b       c 
\  a'     b'     c' 

ce  qui  signifiera  cpie  a,  b,  c  sont  les  points  fondamentaux  de  S;  a' ,  b' ,  c' 
ceux  de  S"'  ;  au  point  a,  8  fait  correspondre  la  droite  b' c' ;  au  point  d , 
S~'  fait  correspondre  la  droite  bc,  etc. 

A  l'égard  des  groupes  ne  contenant  pas  de  substitutions  à  points 
fondamentaux  infiniment  voisins,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Théorè-me.  —  Une  substitution  faisant  partie  d'un  groupe  quadra- 
tique a  au  moins  deux  points  fondamentaux  communs  avec  chacune  des 
autres  substitutions  du  groupe. 

Soient  S  et  S'  deux  substitutions  quadratiques  du  groupe,  le  pro- 
duit S'S  ne  pourra  être  que  linéaire  ou  quadratique;  donc  (5) 

Le  réseau  d'une  substitution  quadratique  ne  comportant  que  des 
points  fondamentaux  simples,  rj  et  Ky  ne  peuvent  être  que  zéro  ou  i . 
Il  y  a  donc  au  moins  deux  termes  dans  la  somme  2y,  et  le  théorème 
est  démontré. 

Les  triangles  fondamentaux  doivent  donc  avoir,  pris  deux  à  deux, 
deux  sommets  communs;  cela  n'est  possible,  comme  on  s'en  assure 
aisément,  que  de  deux  façons  : 

I  **  Tous  les  triangles  fondamentaux  ont  deux  sommets  en  deux  points 
fixes; 

i'^  Tous  les  triangles  fondamentaux  ont  leurs  trois  sommets  coïnci- 
dant avec  trois  sommets  d'un  quadrilatère  fixe  que  je  nommerai,  pour 
abréger,  quadrilatère  générateur. 

La  première  hypothèse  donne  naissance  au  second  type  (5);  la  se- 
conde hvpothèse  au  premier  type. 

Construisons  le  groupe  du  premier  type. 

Journ.  de  Hfat'i.  (/i»  série),  tome  1.  —  Fasc.  IV,  i885.  ^O 
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7.  Lkm.mk  l.  —  Les  suhstiliifions  linéaires  appartenant  à  an  groupe 
du  premier  type  permutent  entre  eux  les  sommets  du  quadrilatère  géné- 
rateur. Elles  pement  les  permuter  d'ailleurs  de  toutes  les  vingt-quatre 
façons  possibles. 

En  verlucrmi  Icniiiu'  prrcôdent  (4),  la  siil)slitiili()n  linéaire  /cliangc 
les  poinis  fondamentaux  de  S~'  en  les  points  fondamentaux  de  (/S)"'; 
les  substilutions  S  et  /S  appartenant  toutes  deux  au  groupe,  les  points 
fondamentaux  eouuident  tous  avec  des  sonnnels  du  (juadrilalère  géné- 
ra teiu',  v{  le  lenune  est  démontré. 

Connue  on  sait  tl'ailleurs  qu'il  est  toujours  possible  de  construire 
une  sidistilution  linéaire  changeant  ([uatre  jioinls  tloiuiés  (piciconques 
en  quatre  poinis  donnés  également  quelconcjues,  la  seconde  partie 
du  lemme  est  aussi  démontrée. 

Soit  donc  g  le  groupe  linéaire  contenu  dans  le  groupe  quadraticpie  d 
du  premier  tvpe,  g  sera  isomorphe  au  groupe  général  y  entre  quatre 
lettres. 

Lemme  1T.  —  Une  substitution  quadratique  est  complètement  déter- 
minée quand  on  donne  :  i"  ses  points  fondamentaux;  2^^  ceux  de  son 
imerse;  3"  la  corrélation  de  ces  points;  \"  les  coordonnées  d'un  siiu\  point 
quelconque  du  plan  et  celles  de  son  transformé  par  la  substitution. 

Soit  la  substitution 

[abc 

s' 

[abc 
soit  P,  =  [zbc)  =  o  l'équation  de  la  droite  6c,  et  de  même 

V.  =  {zac),     V,  =  {zab). 

Les  coniques  «p  du  réseau  de  S  passent  par  les  sommets  du  triangle 
PjPjPg  =  o;  donc 

S  =  1  s,     M,P,P3  +  e,P3p,  +  Wi  P,  P,  |. 

Cela  posé,   puisque  le  point  a'  correspond   à   la  droite  P,  =  o,  le 
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point  b'  à  la  droite  Pg  =  o,  etc. ,  on  a  (  les  coordonnées  de  a'  étant  a],  etc.) 

u-  =  pa'.,     Vi  =  qb-,     w^  =  rc'-, 

p,  q,  r  restant  encore  des  constantes  à  déterminer.  Soit  maintenant 
x{jOi)  un  point  donné  dans  le  plan,  j(j,)  le  point  S(.^),  on  a 

en  remplaçant  dans  P,  les  coordonnées  courantes  par  celles  de  x.  les 

équations  (i)  achèv^ent  de  déterminer  les  rapports  ->  -  et,  par  suite, 

l'expression  algébrique  de  S.  Le  lemme  se  trouve  ainsi  démontré. 

Désignons  par  a,  b,  c,  d  les  sommets  du  quadrilatère  générateur.  La 
substitution 

i  a  b  c  \ 
Il  ,     avec  la  condition     ^{d)  =  d, 

[abc] 

hera,  en  vertu  du  lemme  TI,  parfaitement  déterminée;  désignons  par  g 
le  groupe  linéaire  contenu  dans  G  ;  g  sera  isomorphe  au  groupe  y  entre 
les  quatre  lettres  a,  b,  c,  d.  Cela  posé,  il  vient  la  proposition  : 

Théorème.  —  Le  groupe  G  du  premier  type  résulte  de  la  combinaison 
de  1  avec  le  groupe  linéaire  g. 

Soit  en  effet,  par  exemple, 

l   b  a  d 
S 
{  a  c  d 

une  substitution  de  G;  je  dis  que  S(c)  =  b.  En  effet,  S(c)  est  un  point 
fondamental  de  S~-  (4),  c'est-à-dire  un  des  quatre  points  a,  b,  c,  d; 
on  ne  peut  avoir  S(c)  =  a,  c  ou  d,  car  si,  par  exemple,  S(c)  =  a, 
c  serait  sur  la  droite  «6^,  ce  que  nous  excluons  par  hypothèse  (9); 
on  a  donc 

S(c)=^b. 


C.ela  posé,  prenons  dans  y  (voir  lemnio  1)  Uvs  siihslilulions 

\=i{a)[hcd),     r-' =  {ah){cd); 

soient  /  et  /    les  substitutions  de  g  qui  C()rrcsj)()n(lont  à  1  cl  a';  je  dis 
(pio  la  substitution  T  —  lll'  est  identique  à  S.  En  vertu  (hi  lenune  (  i), 


r 


I   b  <i  cl 
[   a  c   d 


\\  suffit   de  démontrer   que  T(c)  =  h,  pour  que  le  leniine  II    donne 

T  =  S. 


Or 


T  =  IH\ 

T{c)  =  lll\c)  =  ll{d)  =  /{d)=b,  c.   Q.    r.    n. 

8.   Fixons  de  la  façon  suivante  le  système  de  eoordonnées  : 


Pour  le  point  a. 
b. 


z.,=  z.^=  o, 
z,  =  z,  =  o, 

Zf  ■=   Z2^    ~-3- 


L'applieation  à  la  construction  de  2l  du  procédé  indif|ué  au  lemmell 
(7)  donne 


■1         ^3^1 
3         *' I  ^2 


1    = 


Reste  à  construire  g;  y  dérive  des  trois  substitutions 

y.  =  {ad){bc),     fi  =  (ab){c){d),     y  =  {abc){d), 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  les  substitutions  A,  B,  C  de  g  qui  corres- 
pondent k  Ci,  fi,  y  ont  bien  la  forme  indiquée  plus  haut  (5). 
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Le  groupe  quadratique  du  premier  type  est  ainsi  complètement 
construit. 

9.  Nous  avons  supposé  que  parmi  les  quatre  points  a,  h,  c,  d  on 
n'en  trouvait  pas  plus  de  deux  en  ligne  droite.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il 
ne  saurait  y  avoir  trois  de  ces  points  en  ligne  droite. 

Supposons  un  instant  «,  h,  c  en  ligne  droite;  toute  substitution 

ç.^  a  b  c 


se  réduit  évidemment  à  une  substitution  linéaire,  car  le  réseau  des  ç 

se  décompose  en  deux  droites  dont  une,  abc,  est  fixe.  Prenons  donc 
une  des  substitutions  qudratiques  qui  pourraient  exister,  par  exemple 

1   b  c  cl 
[  a  a  c 

soit  9  une  courbe  du  réseau  S,  on  a  (5) 

^o  =  [zbc)[zbd)W; 

la  conique  W  passe  par  c,  d  et  par  S  '(^),  or  b  est  sur  la  droite  ac 
fondamentale  pour  S~',  S~'(è)  =  c;  ¥  est  tangent  en  c  à  une  direction 
fixe,  V  a,  par  suite,  deux  points  fixes  infiniment  voisins  (Clebsch, 
loc.  cit.,  t.  II,  p.  197),  mais  W  est  une  courbe  générale  du  réseau  deS^  ; 
il  y  aurait  donc  dans  le  groupe  des  substitutions  à  points  fondamen- 
taux infiniment  voisins,  ce  qui   est   contraire  à  nos  bypotbèses. 

On  verrait  plus  facilement  encore  qu'il  est  absurde  de  supposer  *^ous 
les  quatre  points  a,  b,  c,  d  en  ligne  droite. 

Passons  maintenant  à  la  construction  du  second  type  (5). 

10.  Soient  a  et  b  les  deux  points  qui  sont  fondamentaux  pour  toutes 
les  substitutions  du  groupe;  ces  substitutions  sont  de  la  forme 

i  a  b  c  i  a  b  e 

S  ou     T 

[  a  b  d  [  b  a  f 


/|4a  I..     AllTONNK. 

On  vcrilio  aisénuMil  que  les  formes  S  et  T  sont  les  seules  possibles; 
supposons  en  effet  une  substitution  différente,  par  exemple 

l  a  h   c 
S' 

{  (l  a  h 

et  9'  une  courbe  de  son  réseau,  S(f'  =:{zac){zah)W,  W  étant  une 
eoniqne  (jni  ne  passe  plus  par  a;  W  est  une  courbe  du  réseau  de  S-  et  a 
ne  serait  plus  fondamental  pour  S-,  ce  qui  est  contraire  à  l'iiypothèse. 

Le  M  ME.  —  Le  produit  de  deux  substitutions  T  et  T'  de  la  forme  T  est 
une  substitution  de  bi  forme  S. 

Soient 

{  a  b  e  l  a  b  e' 

^{  b  a/     ^   {  b  a  f 

et  soient  t  et  t'  les  courbes  générales  des  réseaux  de  T  et  T,  B  et  0' 
celles  des  réseaux  de  T~'  etT'~'  ;  on  a 

ÏT'  =  (5ac)(z^>e)Ç, 

la  conique  Ç  =  o  passe  par  a,  b^  ï^'(e');  de  même 

T-^^  =  [zaJ')[zbj'\r^, 

la  conique  r.  =  o  passe  para,  b,  T'(/');  Ç  est  la  courbe  générale  du 

réseau  de  T'T,  r,  celle  du  réseau  de  T~'T~' =  (T'T)~',  et  les  points 

a,  è,  e"=  T~'(e)  sont  les  points  fondamentaux  de  T'T;  a,  b,  f"  ^  f'(/') 

sont  les  points  fondamentaux  de  l'inverse  de  T'T.  On  a  ainsi,  à  l'ordre 

des  points  fondamentaux  près, 

1   a  b  e" 
T'T  ; 

!  a  b  f" 

il  reste  à  faire  voir  que  l'ordre  dans  lequel  sont  écrits  les  points  a,  b, 
é\  f"  est  le  véritable,  c'est-à-dire  que  T'T  transforme  toute  droite 
issue  de  a  oub  en  une  autre  droite  issue  également  de  a  ou  b.  Soit, 
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pour  le  démontrer,  un  point  quelconque  x  du  plan,  ce' =  T~*T  ~'(.r  , 

e"'=T'~'(e),  on  aura 

TT{zax)  —  {zae'){zbe){zbe'"){zax'}; 

d'où,  abstraction  faite  des  courbes  fixes  indépendantes  de  .r, 

VT[zax)  =  [zax'), 
et,  de  même, 

TT{zbx)  =  {zbx'). 

Le  lenime  est  ainsi  démontré  dans  toutes  ses  parties, 

Théorème.  —  Le  groupe  G  du  second  type  résulte  d'une  seule  substi- 
tution T,  combinée  à  des  substitutions  de  la  forme  S. 

Soit  T'  en  effet  une  seconde  substitution  de  la  forme  T;  le  lemme 
précédent  donne 

T'T-'  =  S,     T'  =  ST.  c.   Q.   F.   D. 

11.   Passons  à  la  construction  effective  des  substitutions  S  et  T. 
Fixons  le  système  des  coordonnées,  de  façon  à  avoir 

a{z^  =  23=  o), 

b{z.^  =  z^  =  o). 

Soit  maintenant 

i  a  b   c 

T  '  ; 

{  b  a  d 

achevons  de  déterminer  les  coordonnées  par  les  conditions 

d[z,  =  z.,=  z,),     c[z,  =  z.,  =  o), 
et  soit  c'=:  T  '(c);  il  vient 

T{zac)  =  {zac){zbc'),  {zac)  —  z^, 
T{zbc)  =  {zbc){zac'),  {zbc)  =  Zo, 
T[zab)=  {zac){zbc),     [zab)  =  z.,. 


Posons 


L.     AITONNE. 


[zbc')  =p.,z.-hlz.,,     [zoc')  -/^.c,  +  [j.z., 
Il  vieil l,  pour  T. 


T  = 


-,  z,{/)^z.,-hlz.^) 
z.,  z.,{p,z,-}-iJ.z,) 
Zj       Z  f  z.. 


ivmarquons  (in'à  la   lii^iio  foiulamontale  [zah]    -  -;,  =  o  de   V  corres- 
pond lo  point  d{(^^  ^=-  f/2  =  r/.,),  il  viendra 


(roii.  enfin, 


T  = 


lK  =  p,  =  i; 

r.,      z,[z.,^\z,) 

-2    '2(-.  •+;-'-z3) 


»•  ^i         »■  ,  ^'2 


Les  constantes  X  et  a  restent  arbitraires,  et  en  effet  T  n'est  pas  dé- 
terminé complètement  par  ses  points  fondamentaux,  et  ceux  de  V~* 
(lenune  IT,  7).  En  réalité,  ).  el  y.  dépendent  des  coefficients  des  S,  sub- 
stitutions qu'il  nous  reste  à  construire. 

vSoient 

[   a   h  e 

s' 


[  a   b  f 
r  le  point  r,  =  /.,  =  o,  /'  =  S~'(r),  on  aura 


^[zbr)  = 
S{zab)  = 


zbe)[zar)  [zar]  = 
■,ae)[zbr')  [zbr]  = 
;ae)[zbe)      {zah)  = 


Posons 


Q  =  [zbe]  =Q,z,  +  Q,z,     {zae)  =  P,  0,  +  P,,^,  ==  P, 
q={zbr')  =  ^2^2  -f-  ^3^3      {-■ar')  =  p,z,  -^p^z.^  =  p: 
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il  viendra 


S== 


z,      {q,z,^q,z.,){l\z,  +  P,z.,) 
z.,      {V,z,-+-P,z.,){Q,z,-^Q,z.,) 


12.   Désignons  par  a  et  |3  les  deux  substitutions  linéaires  à  deux 
variables 


a  = 


-  p    -     _L-P    -: 


'        f^ 


q-2^-2^  q,z, 
Q,z,+Q,z., 


appelons 


a(U)  la  transformée  par  a.  d'une  forme  binaire  IJ  en  ::,,  s.,, 
13  (V)  ).  /3  »  Ven.^,_.,; 

on  peut  écrire 

p  =  a{z,),     V^u{z,),     q  =  f.{z,),     Q  =  [6{z.,), 

aizApAz. 


S  = 


et  de  même 


•■3;P(-3 


=  («^/3), 


S'=(a',fy). 


On  démontre  par  un  calcul  aisé  qu'après  suppression  du  facteur  PQ 
on  a 

a' a  étant  le  produit  des  deux  substitutions  linéaires  a.  et  a',  etc. 

Il  reste  à  démontrer  que  le  groupe  linéaire  A  (dérivé  des  a)  et  le 
groupe'linéaire  B  (dérivé  des  |3)  sont  l'un  et  l'autre  d'ordre  fini. 

Soient  la  substitution  S  du  groupe  G,  n  son  ordre 


S''=i  =  l::,      R::,l  =  (a'M3"); 


lonc 


,-3/  -3 

Jourii.  Je  Math.  (4"  série),  tome  I.  —  Fasc,  IV,  i885 


^,     |3"(^)  =  f'.     a"  =  ^"=i,    c.  Q.   F.   Il, 

57 
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INons  avons  ainsi  constiiiit  \c  i^roiijx'dii  sccoiul  lypc  (.">)  crime  hcou 
(OinpU'to. 

15.  jNous  allons  construire  lesi^ronpos  (|na(lraliques  contenant  dos 
substitutions  à  points  l'ondanuMitaux  iniininienl  voisins. 

Généralisons  d'abord,  pour  une  telle  substitution  S,  les  notations 
précédentes  (6).  La  notation 


S 


1   a  a    h, 


indiquera  (|ue  deux  points  fondamentaux  se  sont  confondus  en  a  tout 
en  restant  .situés  sur  la  droite  aa' ,  en  d'autres  termes  que  la  conique 
j:;énérale  du  réseau  ç  de  S  touche  en  a  la  droite  fixe  aa' . 

L'inverse  S~'  de  S  possède  les  mêmes  propriétés  que  S;  pour  [v,  dé- 
montrer, plaçons  le  point  a  en  s,  =  Zj  =  o,  ben  Z2  =  ^:»  =  0.  U  viendra, 
en  donnant  c,  =  o  pour  équation  à  la  droite  aa' , 


d'où 


S-' 


P- 

RQ 

PQ 


où      (-y)  =  1"*. 
(pzr)=Q. 


Si  donc  on  désigne  par/;  le  point  de  coordonnées  /;,,  . . .,  on  voit  que 
la  conique  générale  du  réseau  0  de  S"'  toucher  au  point  /  la  droite 
fixe  pr,  et  passe  de  plus  par  le  point  fixe  </.  On  vérifie  qu'à  tons  les 
points  (\e  pr,  S~'  fait  correspondre  le  point  unique  b,  ....  et  l'on  peut 
écrire,  avec  les  conventions  de  6, 

i   a  a'   b 


P  9 


Remarque.  —  La  jacobienne  du  réseau  cp  est  zlz^{pqr)  =  o,  ou  snn- 
plement  z^z,  =  0,  puisque  les  trois  points  /?,  q,  r  ne  sont  pa.s  en  ligne 
droite,  sans  quoi  le  réseau  o  se  réduirait  à  un  faisceau. 
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1 1; 


Une  substitution  quadratique  peut  avoir  ses  trois  points  foiula- 
mentaux  confondus  en  un  point  a  (s,  —  ^2=  o,  par  exemple^.  La  co- 
nique générale  cp  du  réseau  de  S  est  osculatrice  en  a  à  une  conique  fix<' 
/=  z^Z'-i  4-  Ks^  =  o,  par  exemple,  et  l'on  a 


S=ls/     Pi/+qiZtZo^  r^zll. 


QR 
R^ 

z,     HP    -  RQ^ 


ou 


[zqr):=V, 
pzr)=Q, 
pqz)=]\; 


la  conique  générale  0  du  réseau  de  S  '  est  osculatrice  à  la  conique 
fixe  RP  —  KQ-  =  o,  au  point  fixe  R  =  Q  =  o,  c'est-à-dire/?. 

La  jacobienne  du  réseau  (p  est  z'I  =  o. 

Avant  de  construire  les  groupes  quadratiques  contenant  des  substi- 
tutions à  points  fondamentaux  infiniment  voisins,  il  reste  à  démontrer, 
sur  la  composition  de  pareilles  substitutions,  une  j)roposition  impor- 
tante. 

Soient 

S  et  S'  deux  substitutions  du  groupe  G  ; 

ç;  et  o'  les  coniques  générales  de  leurs  réseaux  ; 

W  celle  du  réseau  de  S' S. 


Il  viendra  (2 


0 


C2     O 


S9'=P^S 


soit  zs  un  facteur  irréductible  de  P,  la  proposition  annoncée  est  la  sui- 
vante : 

Lemme.  —  La  courbe  zô  ^  o  fait  partie  de  la  jacobienne  du  réseau 
de  S. 

En  effet,  la  courbe  <I>  =  o  est  le  lieu  des  transformés  par  S"'  (l)  des 
points  de  o;  s'il  se  détache  de  0  une  courbe  fixe  et  indéconipo- 
sable  zô  =  o,  cela  veut  dire  que  cp'  passe  par  un  point  fixe  x  tel  que  S'' 
fait  correspondre  à  a?  tous  les  points  de  ro  =  o  ou  inversement  qu'à 


'\]S  I-.    AuroMVi;. 

Ions  lc>s  points  de  cr  =  o,  S  l'ait  ("oncspoiulii^  le  point  nniipjc  .r.  Dont' 

(i)  S  =  l5,-     a7,-M -f-crN,-|, 

M  et  N,  sont  des  lonncs  d  Ordre  2  et  2—1,  si),  est  Tordre  de  tt.  Sim"  la 
r()rnuile(i),  on  vérifie  aisément  (pie  70=0  fait  |)arlie  de  la  jaeol)ienn(' 
de  ç  (réseau  de  S). 

Cela  posé,  nous  pouvons  aborder  la  eonstinelion  des  j^roupes  qua- 
tiratiques  à  points  londanjenlaux  infiniment  voisins. 

I  i.  Tni:oRi;ME.  —  Si  un  groupe  quadraliqueA\  d'ordre  fini  co ni ic ni 
une  suhstitulion  quadratique  à  trois  points  fondamentaux  infiniment 
voiiins,  (i  appartient  au  troisième  type. 

Soit  S  une  |)areille  substitution;  on  aura  (15) 

Prenons  une  substitution  quelconque  S'  de  G,  soit  '^'  la  conique  gé- 
nérale du  réseau  de  S'.  On  aur.i  (*2) 

o'(9)  =  So'=  P^F  =  :;JM^ 

en  vertu  du  lenune  (13),  puisque  -2  =  0  est  la  jacobienne  du  réseau 
de  S. 

.Mais,  en  posant  o'-[z)  =     '\    "  , 

So'  =  o'{':j)  =f-  o\p)  +  2Z,z,/l,qr^]{p)  -^  z:i.  . .)  =  z]  M^ 

d'où 

a'{p)  =  o,      l^q-o'.{i))  =  o', 

o'  toucbe  en /j  la  droite  pq ,  donc  (G)  et  (15) 


Rien  n'empêche  de  supposer  que  S'  est  S  elle-même,  alors/?,  =/>2  —  o, 
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q.,  —  o,  puisque  la  droite  pq  a  pour  équation  2.,  =  o;  donc  la  conique 
générale  du  réseau  de  toute  substitution  contenue  dans  G  touche, 
en  G,  =c^  =  o,  la  droite  fixe  z^  =  o. 

Soit  maintenant  une  substitulion  T  de  G,  t  le  troisième  point  fon- 
damental intersection  de  la  droite  ^3=0  avec  la  droite  ç,  =  o,  joignant 
le  point  t  au  point  fondamental  s,  =  ^2=  o.  Il  viendra 

T  =  ]:;,•     a/-oE3-4-/3,-E;  + 7,-=2  2,  |,     (f  =  i,2,3). 

Un  calcul  aisé  montre  que  la  conique  générale  B  du  réseau  de  T~' 
touche  en  a  la  droite  fixe  ay.  Donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 


et 


T  = 


a,  =  «o  ^=  o,      ^2  =  ^ 

-3       a;)-L.|;i+  ?i(/53^,-f-73=o; 


ce  qui  revient  à  la  forme  donnée  pour  le  troisième  type  (5), 

{Pi--,+P-2^2)- 

R  =  forme  quadratique  binaire  en  z,,  Zo  à  coefficients  arbitraires. 
Désignons  par  g  la  substitution  linéaire  binaire 

G  =  \z,      z.,      q,z,-hq.,z.,     p^z, -{- p.,z._\ 

et  par  a{u)  la  transformée  par  a  d'une  forme  binaire  u  en  3,  et  Z2;  on 
peut  écrire 


(J[Z,)G[Z,) 

Kz^z,^V. 


-(^,K' 


Voilà  donc  la  forme  générale  des  substitutions  de  Ci;  on  démontre 


4  X) 


r,.    AiiTONNi:. 


(jiu-  lo  produit  de  doux  subsliliitions  d(>  (  oito  lornic  a  la  inriiu'  lonuc  : 
il  sulfit  d'un  calcul  très  aisé  pour  le  faire  voir  cl  pour  dcmoulrcr 
(|M(\  si 

pareilliMiicut 

S'S=('7'<7,  KK'). 

Ou  démontrera,  connue  j)lus  haut  (l*^),  que  le  groupe  Y,  dérive  des 
std)stitulions  linéaires  c,  est  tl  ordre  fini.  Il  suffira,  pour  aeliever  d'eta- 
hln-  le  théorème,  de  faire  voir  que  les  K  sont  racines  de  l'unitc 

Soient 

S  =  ((7,  K),     a"=\,     S'"=i; 


j)renons  la  substitution 

S"  ==  (  I ,  K" 

z,     K"z.,z,+  \{' 
Si  K"  >  I ,  formons 


S'"  = 


z,     K"'z,z,  +  R'   y   K"' 


d'où  la  condition  unicpie 


K"'"  =  I 


c.    o.    1  .    I). 


15.  Prenons  maintenant  un  groupe  G,  dépourvu  de  substitutions  à 
trois  points  fondamentaux  confondus.  Soit  S  ime  substitution  à  deux 
points  fondamentaux  confondus  ou  infiniment  voisins,  il  viendra  (15) 


S 


a'   b 
I    r  p   q 


Pi=-i'-.i  +  qi--i-^  r,z, 


1,1,  V). 
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Soit  S'  (ayant  y'  pour  courbe  générale  de  son  réseau)  une  quel- 
conque des  substitutions  de  G;  on  a 


S^'=::.P^,        V  =  Z;,    OU    z.,z.„ 


ou   Z-- 


d'après  le  lemme  (15)  et  la  nature  de  la  jacobienne  des  (p. 
Or 

Sç='^'i-i)  =  z^z:ç\r)^  2z,z.,z;l,rio'i{q) 

(0  \    ,     -^'^->-l^iPih{q)  +  -'^;o{p)^ 

1  où 

Cela  posé  : 

I.   Si  P  =  zl,  o'[r)  =  o,  liT\(^)[p)  =  o,  la  conique  f'  touclu'  en  /■  la 
droite/;/',  et  l'on  peut  écrire 


Mais  on  peut  prendre  pour  S'  la  substitution  S  elle-même,  car  S'  est 
quelconque  dans  le  groupe;  donc/*  =  a,  et  l'on  a 

i  a  a'  ... 

SM    ^  , 
a  a    ... 

II.  Si  P  =  s,  2.,,  o'{r)  ■=  o,  9'(^)  =  o,  S'a  pour  points  fondamentaux 
/•  et  q;  comme  on  peut  prendre,  pour  S',  S  elle-même,  il  vient 

r=a,     p^b,     ou     r  —  b,     p^=a; 
d'où 

i  a  b   . . .  [  a  b  . . . 

S'  ou     S' 

{  b  a    .. .  \  a  b  . . . 

ni.   Si  P  =  z\,  l^rio\[q)  =  o,  (^'{q)  =  o,  liPi^'.{q)  =  o,  d'où 

[pqr]  =  o, 
hypotlièse  inadmissible  :  on  ne  peut  donc  faire  P  =  ^^. 


4')  2  1..    adto.nm:. 

lui  résuiiu',  un  i;i't)ii])('  (i  conkMKiiit  imc  suhsliliition  de  la  loriiu' 

i   a   a'  h 

S      , 


aj)j)aiiienl  à  l'une  dos  trois  (>sj)ècos  sunanles  : 

l^rcmicrc  espèce.  —  G  coiilionl  des  sul)sliUitioi)s  dont  les  points  lon- 
ilamenlaux  >oMt 

a  a'  h,      a  h  h',      a  h  c, 

<  -  <..  - 

a  a"  />,     a  h  h'\     a  h  c  . 


Deuxième  espèce.  —  (i  contient  les  substitutions  dont  les  points  fon- 
damentaux sont 

a  a'  h,     a  a  'c     a  a'  d,      . . ., 

Troisième  espèce.  —  (i  contient  les  substitutions  dont  les  points  fon- 
damentaux sont 

a  a    b,     a  a    c     et     a  h  c. 

Le  groupe  (J  de  la  deuxième  espèce  est  le  même  que  le  groupe  j)ré- 
cédennnent  construit  (14). 

I(>.  Si  G  est  de  la  première  espèce,  on  voit  (jue  toutes  les  substitu- 
tions S  ont  deux  points  fondamentaux  en  deux  j)oints  fixes  a  et  h  du 
j)lan,  et  que  toute  sidjstitution  du  groupe  est  de  la  forme 

i  a  h    .  . .  l  a  h    . .. 

ou 
[ah...  [ha... 

Nous  sommes  ramené  aux  substitutions  du  second  type  (o  et  10 
ou  lly,  sauf,  bien  entendu,  qu'un  troisième  point  fondamental  peut 
s'approcber  infiniment  de  a  ou  de  b,  ce  que  nous  n'avons  pas  considéré 
(10  et  11);  mais  la  forme  algébrique  des  substitutions  et  les  propriétés 
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(jiii  s'en  déduisent  ne  changent  pas.  Ainsi,  par  exemple,  la  substitu- 
tion 

a  pour  troisième  point  fondamental  le  point  /■, 

P,G,-+-   P3;3  =  Q2^.  +  Q3^3=    o. 

Le  point  r  se  confondra  avec  «(z,  =  s ,  =  o),  par  exemple  si  Q^  =  o, 
mais  cette  hypothèse  ne  modifiera  pas  les  propriétés  de  S,  des  groupes 
linéaires  A.  et  B  (11);  le  groupe  G  est  donc  le  groupe  déjà  construit  du 
second  type  (5),  (10)  et  (11). 

17.  La  considération  de  la  troisième  espèce  (lo)  ne  fournit  aucun 
groupe  nouveau.  Le  groupe  G  de  troisième  espèce  ne  diffère  en  effet 
du  groupe  de  deuxième  espèce  que  par  la  présence  d'une  substitution 

^  {  a  b  c 


il  suffira  de  démontrer  que  1  ne  saurait  exister  dans  le  groupe  G  de 
troisième  espèce. 

Pour  un  pareil  groupe,  on  démontre  aisément,  comme  plus  haut  [(7) 
et  (8)]: 

i*'  Que  le  groupe  linéaire  g,  contenu  dans  G,  se  combine  pour 
former  G  avec  les  deux  substitutions 


[  aa'b 

T      ^  T(c)  =  i,     T- 

ï  aa  b 


', 


abc 
abc 


l(zaa')  =  (zaa')(zbc); 


2°  Qu'en  prenant  des  coordonnées,  telles  que 

(za^)  =  5,  =  o,     [zbc]    =53=0, 
(srtc)  =  S2=o,     [zaà)  =  Zf  -+-  z.,=  o, 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  I.  —  Fasc.  IV,  i885. 
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on  a 


•I     -ll-l 


,   ^ 


I        '  j  ~  :t 


Ola  jiosé,  fornions  Vl,  il  viondia 


T2  = 


"l'  -'3^1 

^3       -.(^,H--. 


lo  point  2s  =  r,H-  :;2  =  o,  qui  n'c^st  ni  a,  ni  //,  ni  f,  est  londaincntal 
pour  rs,  ce  qui  est  absurde,  puisque  (i  est  de  la  troisième  espèce; 
donc  ^  ne  saurait  exister  dans  (i.  c    q.    f.   d. 

Les  divers  groupes  quadratiques  d'ordre  fini  sont  simplement  ceux 
qui  ont  été  donnés  au  Tal)leau  précédent  (5). 
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Sur  les  équations  du  cinquième  degré, 


Par  iM.  Paul  GORDAIV. 


Soit 
(I)  f=ci 

une  équation  du  cinquième  degré,  ayant  pour  racines 

ry»  /y»  /y»        • 

•^0»      "^1»      •••>     '^  k  ^ 

le  discriminant  A  est  le  carré  du  produit  D  des  différences  x^_—  x.„ 


,2 


'0         "^0         ""0  '^O 

(Il)  D=         I         ^2         ^2         "^2  ^2       '         ^  =   ^'- 

2  3  i 

I        X3        X.^        X.^  X.^ 

[        Ou  ^        tZ- ,        00 .  cC* , 

Les  fondions  rationnelles  d'une  racine  x^  peuvent  être  réduites,  au 
moyen  de  l'équation  (1),  à  la  forme 


m 


=  ûtp"  -h  <a!p<a?v  +  a^'x;  -f-  «p^a?;,  +  a^^x^ 


Cinq  de  ces  fonctions, 


?o,v»    ?i,v>    ?2,v>    ?3,v»    ?^,v. 


linéairement  indépendantes  l'une  de  l'autre,  forment  un  système  par 
lequel  on  peut  exprimer  les  autres.  Elles  donnent  lieu  à  trois  deter- 

V  =  i 

minants,  c'est-à-dire  celui  des  a,^,  celui  des  <p,vi  et  celui  des  \  9/v<?av; 


4  ^'^^  V.   connAN. 

\c  U's  appt^lK^  A,  11,  V;  ils  soul  liôs  l'un  à  l'aïUiv  par  les  relations 

(IV)  L       1)\,      V  =  U^=AA'. 
(".Iioisissoiis  six  fonctions  sjiocialos  de  nos  qj,  e'est-à-dire 

(V)  »     ''      /?v^  ^v—   l--^v.       y^^  .V'i-  llxl+  p^p^, 

\  </.,  ~ .r'-  ;  Ixl  -+-  0.,/;,,     r^  =  xl  —  \  Ixl  -+-  p,/K„     z^  =  q^-^p, r\, 
satisfaisant  aii\  relations 

(VI)  lp^=o,     l)\^o,     !(/.,=  o,     Ir^^-o,     lz.,=zo, 
et  qui  soient  soumises  à  celles-ci  : 

(Vil)  lyl=o,      lq^Y.,=  o,      lr\}\=o,      lzl=o. 

\a\  j)remièrc  signifie  une  relation  quadratique  |)our  p,,  la  deuxième 
et  la  troisième  sont  linéaires  pour  pa  et  pj,  et  la  dernière  est  (juadra- 
ti(jue  pour  p..  Son  discriminant  TI  =  ^q^r\  lq^f\—  lqllr\  ayant  évi- 
demment la  même  valeur  que  le  déterminant  V  des  cinq  premières  des 
fonctions  V,  et  le  déterminant  A  de  ces  mêmes  fonctions  équivalant  à 
l'unité,  nous  avons,  d'après  (IV), 

11=  A. 
Les  formules  (Vil)  se  réunissent  ainsi  : 

(VIP)  l[y.,  +  \z.^Y  =  o, 

formule  qui  existe  pour  chaque  valeiu'  de  >.,  et  qui  signifie  que  les 
quantités  v^-f- "X G, ,  sont  les  racines  d'une  équation  principale  (d'après 
Klein). 

En  laissant  figurer  \  dans  l'équation  cubique  de  Bring, 

l{y.,  +  \z.,y  =  o, 

nous  avons  en  y.,  h-  \z.^  la  racine  d'une  équation 

(  j,  4-  \z,;f  +  a[y.,  +  lz,,)-h  b  =  o, 

dont  M.  Hermite  a  fait  usage  pour  résoudre  l'équation  générale  du 
cinquième  degré. 

Comme  M.  Kronecker  (vo/Vle  LIX^  vol.  du  Journal  de  Borcliardt)  l'a 
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montré,  on  peut  transformer  l'équation  générale  du  cinquième  degré 
au  moyen  de  racines  carrées  dans  une  équation  avec  un  seul  paramètre. 
Pour  trouver  une  telle  équation,  introduisons  les  fonctions 


pour  lesquelles 

(VIIP) 
donc  aussi 

(A'IIl*) 


2çlç^=  o,     Ivli\,=  o. 
Les  formules  (VHP)  donnent,  pour  1, ,  1^,  les  équations 

ce  qui  nous  montre  que  X,,  Xo  sont  les  racines  de  l'équation  c[uadra- 
tique 


ly'       ly-z.     lyz-' 
ly^z     l^z^      Iz^ 
1-  1  I 


=  o. 


et  voilà  donc  le  déterminant  de  liesse  pour  l'équation  de  Bring. 
Nous  pouvons  donner  aux  formules  (VI),  (VII'')  et  (VIII")  la  forme 


IX 


les  deux  premières  formules  nous  donnent  r^,  racine  de  l'équation  prin- 
cipale 

(X)  v^  +  3 av- -^  ^hv -\- c  ^=  o , 

Ses  coefticients  ont,  d'après  les  formules  de  Newton,  les  valeurs 

Chaque  fonction  rationnelle  deac,^  est  aussi  rationnelle  en  r,,,  et,  pour 
cette  raison,  linéaire  dans  les  cinq  quantités 


^P. 


('v 


«•v+2a^'v+^        3a('^+ 46i'vH- c 


(pourp  :  o,  I,  2,3,4). 
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Colltvs  dt<  oos  (pv  pour  lesquelles  lf^  =  o  sont  linéaires  en  go,  .;', , 
g.,  ^.,.  D'après  la  formule  (IX),  ('v,  ^\i\,  vls\,  v'I,  ç'^c^  y  sont  compris 
ainsi  :  \\  est  linéaire  en  ^>„,  g,,  el  e^  est  linéaire  en  ^„,  g^,  g.^.  Il  en 
résulte  la  relation 


g„-hag,Y=  Co g,  4-  r,  o-,  -f-  ca^2 


ou 


\  Il  l'irréduetibilité  de  la  formule  (X),  équation  du  ein((uièn>e  degré, 
cl  CM  conséquence  de  celle-ci  du  quatrième  (h^gré,  la  dernière  est 
idenlique  pour  tout  e.  En  égalant  les  coeflicienls  des  puissances  de  {\, 
on  trouve 

o  j        3a  i       ■' 

c„  =  o,     ûar,  ==1,     c2=o,     o=-^a,     c  =  jaa,'. 

Nous  substituons  ces  valeurs  de  b  et  c  dans  la  formule  (X),  et  rem- 
plaçons i\,  |)ar  la  quantité 


9.<X 

n^v  = ■ 

«'v 


ce  qui  nous  donne  l'équation 


^       i  20       -,  32  a' 

6  ôa 


qui  n  a  qu'un  seul  paramètre,  et  qui,  par  la  substitution 


se  transforme  dans  celle  de  Brioschi 
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